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摘　要　研究了对称窗的幅值谱 ûW (Ξ) û 特性: 1) 在 Ξ = 0处取得最大值; 2) 主瓣宽度大于 4ΠöT ,

主瓣内至少有两条FFT 谱线; 3) 距原点 (Ξ= 0) 最近的两条FFT 谱线分别为最高和次高; 4) 有限域

窗函数总存在旁瓣。根据 1) 可由搜索最大值的方法无偏估计单频信号的参数;特性 2)、3) 为由信号

FFT 离散的谱线确定搜索范围提供了理论基础;特性 4) 表明通过选择窗函数消除旁瓣不可能。
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加窗是提高信号分析质量的一个重要而不可或缺的措施,选用合理的窗函数能够抑制假

频和提高信噪比。假频出现的原因是常用的窗函数的幅值谱存在旁瓣。无限域上的高斯窗和

傅立叶核窗函数没有旁瓣,而实际的操作只能在有限的时域上进行,但有限时域的窗函数是否

总存在旁瓣,未见文献给出确切的答案。作者研究表明不存在无旁瓣的有限域的窗函数,因而

企图通过精心选择窗函数消除假频是徒劳的。目前相当多的文献研究用主瓣内的几条谱线校

正 FFT 的结果[ 1～ 6 ] ,但并未证明主瓣内至少存在两条谱线,如何由 FFT 离散谱线确定主瓣位

置。作者证明了衰减窗函数的主瓣内至少存在两条 FFT 谱线,距Ξ= 0两条谱线分别为最高和

次高,从而为确定主瓣位置和校正准确的信号参数提供了理论基础。作者指出窗函数的幅值

谱在 Ξ= 0处取得最大值,从而根据这一性质无论何种窗函数均可采用统一的计算公式搜索

最大值来获得单频信号参数的无偏估计,因此前置的整周期采样硬件设备完全没有必要[ 7 ]。对

于多频信号,窗谱的衰减性表明只要频率较远时仍可使用搜索法高精度估计信号参数。

1　最大值特性

对周期信号和平稳随机信号傅立叶谱分析之前,一般要加对称窗截断。设w ( t)是定义在

[ - T ö2, T ö2 ]上的非负的对称窗函数,它的傅立叶谱为

W (Ξ) =∫
T ö2

- T ö2
w ( t) exp (- j Ξt) d t (1)

利用w ( t)的对称性,有

W (Ξ) = 2∫
T ö2

0
w ( t) co s (Ξt) d t (2)

这是一个实偶函数,即W (Ξ) = W (- Ξ)。

关于W (Ξ)在 Ξ= 0处有如下性质。

定理 1　　若w ( t)是[ - T ö2, T ö2 ]上连续函数,则ûW (Ξ) û≤ ûW (0) û ,当且仅当 Ξ= 0时
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等号成立。

定理的证明见文献[8 ]。

取单频解析信号 x ( t) = A exp [ j (Ξ0 t+ Υ0) ],令加窗后的傅立叶变换为X (Ξ) ,根据定理 1,

ûX (Ξ) û在 Ξ= Ξ0 处取得最大值,它可借助于迭代、优化等方法找到,从而信号频率 Ξ0 可无偏

确定。一旦有了 Ξ0 则由下式

W (Ξ0) = 2A exp ( j Υ0)∫
T ö2

0
w ( t) d t

可准确确定另外两个A 和 Υ0 参数。

实单频信号 x ( t) = A co s (Ξ0 t+ Υ0) ,实际是由两个频率为- Ξ0 和+ Ξ0 的解析单频信号合

成。但 Ξ0 较大时,由下文的衰减性,可近似认为ûX (Ξ) û在 Ξ= Ξ0 处取得最大值。

2　主瓣特性

主瓣的定义有多种,本文定义为: 距原点 (Ξ= 0)最近的两个零点之间图形为主瓣,W (0)

称为瓣高,两个离原点最近的两个零点之间距离称为主瓣宽,记为L。

关于主瓣,可证明具有如下性质。

定理 2　　1)主瓣在[ 0, 2ΠöT ]内单调减; 2)主瓣宽度L > 2ΠöT ; 3)W (Ξ)在[ - ΠöT , ΠöT ]

内是凸函数。

证明:

1)　对式 (2)求导有

dW (Ξ)
dΞ = - 2∫

T ö2

0
tw ( t) sin (Ξt) d t

因为 tw ( t)≥0,所以 ΞT ö2≤Π时,
dW (Ξ)

dΞ ≤0,故在[0, 2ΠöT ]上W (Ξ)单调减。

2)　由式 (2)有

W (ΠöT ) = 2∫
T ö2

0
w ( t) co s (ΠtöT ) d t (3)

在积分区间内,被积函数为非负且不恒为 0的连续函数,故W (ΠöT ) > 0,而W (0) > 0,又由

1) 的单调减性质,可知W (Ξ) 在[0, ΠöT ]上不可能有零点。由W (Ξ) 对称性可知[ - ΠöT , 0 ]上

也无零点。所以主瓣宽度L > 2ΠöT。

3)　对式 (2)求两阶导数有

d2W (Ξ)
dΞ2 = - 2∫

T ö2

0
t2w ( t) co s (Ξt) d t

当ûΞû≤ΠöT 时,
d2W (Ξ)

dΞ2 ≤0,即证[ - ΠöT , ΠöT ]内为凸函数。

进一步,对于常用的不严格单调增的窗函数 (即w ′( t)≤0, t∈ (0, T ö2) ) ,有:

定理 3　　1)主瓣宽度L ≥4ΠöT ; 　2) ûW (Ξ) û≥ûW (Ξ+ 2kΠöT ) û , Ξ∈[ 0, 2ΠöT ], k > 0

或k< - 2。

由本定理可知主瓣内至少有两条 FFT 谱线,而且距信号频率最近的两条谱线的幅值分别

为最大和次大,这为由 FFT 谱线确定主瓣的位置提供了理论依据。

定理 3　　2) 的证明非常冗长乏味,我们只给出 1)的证明。

对式 (2)分部积分得

W (Ξ) =
2
Ξ W (T ö2) sin (ΞT ö2) +∫

T ö2

0
[ - w ′( t) ]sin (Ξt) d t (4)
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当 Ξ= 2ΠöT 时,式 (4)括号内第一项非负,第二项因w ′( t)≤0 而取非负值,于是W (2ΠöT )≥

0,所以 (0, 2ΠöT )内W (Ξ)无零点,而W (Ξ)又是偶函数,可知 (- 2ΠöT , 2ΠöT )内必无零点,故

主瓣宽度L ≥4ΠöT。

3　衰减性和振荡性

上文多次提及窗谱的衰减性,关于它有如下性质。

定理 4　　若w ( t)为连续函数,则当ûΞû→∞时, ûW (Ξ) û→0。

这个性质保证了多频率信号的频率相隔较远时可忽略相互之间的影响,每个频率成份参

数估计可按单频信号估计办法估计。这个定理证明见文献[9 ]。

不同的窗函数,它的衰减特性不一样。当ûΞû→∞,连续窗函数的窗谱ûW (Ξ) û都是无穷小
量,但趋于零的速度不同,我们可以引进衰减阶的概念。

定义 1　　如果ûΞû→∞时, ûW (Ξ) û是û1öΞû K 的同阶小量,称ûW (Ξ) û的衰减阶为 K。

关于衰减阶,我们有如下性质:

定理 5　　若w ( t)∈C
m [ - T ö2, T ö2 ],且w

k (T ö2) = w
k (- T ö2) = 0, k = 0, 1, 2,. . . , m ,

且w
m + 1在[ - T ö2, T ö2 ]上分段连续,则W (Ξ)的衰减阶为m + 2,即ûΞû→∞时, ûW (Ξ) û= O (û

1öΞûm + 2)。

这条性质说明,窗函数越光滑, ûΞû趋于无穷时W (Ξ)衰减越快,因而多频信号相互泄漏的

影响越小。

证明:对式 (1)右边分部积分有

W (Ξ) =
exp (- j Ξt)

(- j Ξ) w ( t)
T ö2

- T ö2
-∫

T ö2

- T ö2

exp (- j Ξt)
(- j Ξ) w ′( t) d t (5)

利用定理 5的假设条件,式 (5)右边第一项为零,对第二项再做分部积分,如此进行下去,有

W (Ξ) =
1

(- j Ξ) m + 1∫
T ö2

- T ö2
w m + 1 ( t) exp (- j Ξt) d t (6)

由定理前提w
m + 1 ( t)为分段连续函数,可知式 (6)的积分项在û Ξû→∞时是û 1öΞû的同阶[ 9 ] ,所

以ûW (Ξ) û= O (û1öΞûm + 2)。定理 5即证。

由于w ( t)不可能无穷阶光滑 (否则必恒为 0) ,一定存在一个正整数M 使w
M ( t)不再可

导,对于初等函数拼成的w ( t) ,w
M ( t)一定是分段连续函数。w M ( t)的间断点既可能在 t= ±T ö

2处,也可能在[ - T ö2, T ö2 ]内。假定发生在 t= ±T ö2处,由式 (5)可知

W (Ξ) =
1

(- j Ξ)M∫
T ö2

- T ö2
w M ( t) exp (- j Ξt) d t (7)

对式 (7)积分项分部积分,有:

W (Ξ) =
1

(- j Ξ)M
1

- j Ξ[exp (- j ΞT ö2)w M (T ö2) - exp ( j ΞT ö2)w M (- T ö2)

-∫
T ö2

- T ö2
w M + 1 ( t) exp (- j Ξt) d t (8)

当ûΞû→∞时,式 (8)的积分项趋于零,将其略去,有:

W (Ξ) =
1

(- j Ξ)M + 1 {exp (- j ΞT ö2)w M (T ö2) - exp ( jw T ö2)w M (- T ö2) }

花括号之外是包络线,它决定了W (Ξ)衰减速度,花括号内是两个以±4ΠöT 为频率的振荡函

数,二者合成结果,W (Ξ)仍是以为 4ΠöT 频率振荡函数。所以W (Ξ)总是呈衰减振荡状态,企图
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通过选择窗函数的形式来彻底消除振荡,也即消除窗谱旁瓣是不可能的。

以上性质是针对连续窗函数的,实际使用的是离散窗函数。由于离散,窗谱变成周期函数,

但在基本周期区间上,特别是主瓣附近,上述几条性质仍成立。

4　常见几种窗的验证

我们选择了矩形窗、三角窗、汉宁窗和高斯窗加以验证,下文均考虑了窗的恢复系数。

矩形窗窗谱为W (Ξ) =
sin (ΞT ö2)

ΞT ö2
,它的时域曲线不连续,积分后连续,相当负一阶连续,

因而它的衰减速度只有一阶,具有很高的旁瓣。

三角窗的窗谱为W (Ξ) =
sin (ΞT ö4)

ΞT ö4

2

,因为时域曲线连续,一阶导数不连续,故有两阶

的衰减速度。

汉宁窗的窗谱为W (Ξ) =
sin (ΞT ö2)

ΞT ö2
+

1
2

sin (ΞT ö2 + Π)
ΞT ö2 + Π +

sin (ΞT ö2 - Π)
ΞT ö2 - Π 因时域

曲线具有一阶连续导数,窗谱具有三阶衰减速度。

图 1给出三种谱的图形可以看出窗谱 Ξ= 0取得最大值,主瓣宽不小于 4ΠöT ,窗谱呈对称

衰减震荡,且三者的衰减速度不同。在双对数图上,这表现的更明显,幅值谱包络近似为直线,

对应矩形窗、三角窗和汉宁窗的包络直线斜率分别为- 1, - 2和- 3。

图 1　几种常见窗谱比较

F ig. 1　T he comparison of som e spectrum w indow s

主瓣宽影响了频

率分辨力。若视加窗为

滤波器, 则窗函数的衰

减越大,主瓣越宽。为了

降低主瓣宽, 甚至可构

造对称上升的窗函数,

但进一步研究表明分辨

力的提高有限, 而旁瓣

大大增加,如w (t) = 4û t

ûöT 窗函数的旁瓣高达

主瓣的 50 ◊ ,特别是上

面已经指出主瓣再窄也

不会低于 2ΠöT ,所以总体来说上升窗不可取。

高斯窗是小波分析的基本工具,其优良的特性是无穷时间域内,高斯曲线与其谱是互易

的,因而没有旁瓣。有限区间上的高斯窗谱仍有旁瓣,但可通过调整高斯窗的衰减程度,使旁瓣

很小,有些文献中笼统称高斯窗无旁瓣的描述是不确切的。由于有限域高斯窗的两端不连续,

窗谱的衰减速度很慢,与矩形窗谱的相同。

5　结论与讨论

1) 对称的凸形非负窗函数的幅值谱在 Ξ= 0处取得最大值。

2) 凸形的窗函数的幅值谱主瓣内至少有两条 F F T 谱线,并且距 Ξ= 0的两条谱线分别为

最大和次大,因而可用这一性质确定主瓣的位置。

3) 窗函数在两端越光滑,窗谱的衰减性能越好,远频的泄漏影响越小。

4) 企图通过选择窗函数来消除旁瓣是徒劳的。
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5) 提出通过搜索最大值办法可无偏估计单频信号的参数,对于多频信号以及相隔很近的

估计方法,另文表述。
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主 要 参 考 文 献

1　余佳兵,史铁林,陈培林等. 窗谱校正方法的实用峰值搜寻算法的研究. 振动工程学报. 1996, 9 (4) : 378

～ 382

2　谢明,丁康. 频谱分析校正方法. 振动工程学报. 1994, 7 (2) : 172～ 179

3　黄迪山. F F T 相位误差分析及实用修正方法. 振动工程学报. 1994, 7 (2) : 183～ 189

4　丁康,谢明. 离散频谱三点卷积幅值修正法的误差分析. 振动工程学报. 1996, 9 (1) : 92～ 98

5　牛玉广,陈彭,宋之平. 整周期采样信号的局部频谱细化. 动态分析与测试技术, 1996 (2) : 21～ 25

6　陈奎孚,焦群英. 矩形窗频谱的精确校正. 动态分析与测试技术. 1997, (2) : 46～ 51

7　王飞,姜兴渭,董彩凤. 周期性信号测量中的相位误差分析. 数据采集与处理. 1992, 7 (3) : 171～ 176

8　陈奎孚,焦群英,高小榕. 谱峰法的窗函数选择. 中国农业大学学报, 1997, 2 (4) : 21～ 27

9　[美 ]崔锦泰. 小波分析导论. 西安:西安交通大学出版社. 1995131～ 32

Am pl itude Spectrum Properties of Sym etr ic W indows
C he n Kuifu　Zha ng S e nw e n

( Ch ina A g ricu ltu ra l U inversity , B eij ing )

G a o Xia o rong

(T sing hua U niversity )

Abstract　T he am p litude spectrum p ropert ies of sym etric w indow s w ere exp lo red. F irst, the

spectrum peak at Ξ= 0 is the m ax im um po in t, acco rd ing to th is item , the param eter of sing le

frequency signa l can be unb iased ly est im ated ou t by search ing the signa l am p litude spectrum

m ax im um. Second, the m ain lobe w id th is grea ter than 4ΠöT , hence there are a t least 2 FFT

spectrum lines in m ain lobe, and the am p litude of 2 lines nearest to Ξ= 0 get m ax im um and

second m ax im um , w h ich can be u sed to determ ine the search ing scope. T h ird, a ll the spec2
t rum s of the w indow in fin ite t im e dom ain w ere dam ped o scilla t ing, w h ich m ean s tha t it is

im po sib le to elim ina te side lobes com p letely.

Key words　signa l p rocess,　w indow funct ion,　spectrum analysis

04 　　　　　　　　　　　　　　　　　　农业工程学报　　　　　　　　　　　　　　　　1999年


