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复杂传动轴系扭振的递归传递矩阵法
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摘　要　现有分支轴系的传递矩阵法不仅需针对具体传递结构编制程序,而且它的剩余扭矩存在

奇点。作者指出传动系的拓扑结构为树型。利用这一特点,构造了一种递归格式,只须提供描述传动

系的数据,无须多次编程和调试。通过对传递过程的修正,消除了余量函数的奇点。算例结果表明所

提出的算法是稳定和高效的。
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掌握机械系统的动态特性对提高机械性能和加工精度,降低噪声和振动,延长使用寿命具

有重要意义。机械中许多机构,如发动机转轴、曲柄等可简化为链式结构,计算这类模型动特性

的最有效方法为传递矩阵法,并且这种模型没有重频[ 1 ] ,迭代效率很高。但是也有很多机构,如

拖拉机变速箱、汽车的驱动轴和差动轴等只能简化为分支链式结构,才能满足工程精度的要

求。普通传递矩阵法必须加以改进才能适用这种分支结构, 这类改进的方法目前已有几

种[ 2～ 4 ],但若分支点超过一个,大多要针对具体的结构重新编制迭代过程,因而调试和使用都

不方便。这种方法的另一个缺点是:剩余扭矩 T (Ξ) 是 Ξ的有理分式,即存在许多奇点。

一个轴系无论怎样复杂,绝不允许动力往回传递,所以轴系啮合副不会构成闭环。但一根

主动轴可带动几根从动轴,故整个轴系拓扑结构呈树状。向轴系中其它轴提供动力的最初级轴

为树根,它只有一根;不再向其它轴提供动力的轴为末端,可能有多根;二者间可能有多级中间

传动轴。将主动轴简称为父轴,从动轴简称为子轴。由于整个轴系呈树状结构,故可采用递归编

程方法, 自末端经中间轴向树根递归计算剩余扭矩, 设计一种不依赖具体结构的传递计算方

法,并在递归过程中对 T (Ξ) 修正,以消除其奇点。

图 1　末段轴示意图
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1　余量的递归计算

末端轴没有输出啮合副, 只有一个输入啮合副, 边界

有自由端和固定端两种情形。不失一般性,自左向右传递计

算盘p 处的T (Ξ) ,若左端为自由端,可假定1盘左端传递向

量
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(图 1中虚线所示) 将第 i个圆盘和第 i段弹簧取出,其受力

如图 2所示。根据文献〔2〕,第 i段自左向右的传递关系为:
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图 2　第 i端单元示意图
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其中[F ] i =
1 1ök
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, [P ] i =
1 0
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分别是场和点

传递矩阵,而[T ] i = [F ] i [P ] i是第 i段传递矩阵。这样便可

由边界
Η
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1

算出
Η
M

L

p

。由于ΗL
p 和M L

p 都与边界转角 (自由

端) 或扭矩 (固定端) 成正比,所以M p
L 与ΗL

p 也成正比,记为

M L
p = f L ΗL

p。将右端的边界向
Η
M

R

p

传递,同样有M R
p = f R ΗR

p。

协调要求 ΗR
p = ΗL

p = Ηp ,所以盘 p 的剩余扭矩 T (Ξ) 为:

T (Ξ) = (f L - I p Ξ2 - f R ) Ηp (1)

将式 (1) 括号中部分记为 f ,它是不依赖各盘的振幅和扭矩的系数。

图 3　两个啮合圆盘

F ig. 3　T he tw o

engaging p lates

盘 p 以及与之啮合盘 q的受力如图 3。盘 q平衡方程为:

M R
q + I qΞ2Ηq + F rq - M q

L = 0 (2)

F、F’是作用力与反作用力,由盘 p 平衡及式 (1) 得:

F = f Ηp örp (3)

将式 (3) 代入式 (2) ,并利用啮合协调条件: Ηq = - n Ηp , rp = n rq (n

为传动比) 故有:

M R
q + I qΞ2Ηq - f Ηqön2 - M q

L = 0

所以盘 q的点传递关系变为:
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由式 (4) 可以看出, 有子轴圆盘的点传递关系要将原惯性项 - I qΞ2

修正成 - I qΞ2 + f ön2。修正之后,末端轴可视为不存在。若将父轴上
所有带子轴的圆盘均按式 (4) 修正,即可删去全部子轴,这样父轴变
成末端轴, 再次按照相同办法传递下去, 直到树根。最后树根剩余扭
矩若为零,则 Ξ就是固有频率,若不等于零,可通过插值、弦割法等寻

找其零点,从而得到固有频率。

2　奇点的意义与消除

首先考察末端轴。为了书写简洁,记分别从左边界和右边界传递到 p 盘右侧的传递向量为

Η
M

L

和
Η
M

R

。由式 (1) ,容易验证

f = M L öΗL - M R öΗR = (M L ΗR - M R ΗL ) ö(ΗL ΗR ) = f E öf D (5)

式中分母 f D = ΗL ΗR ,分子 f E = M L ΗR - M R ΗL。

如果恰好选一个Ξ,使 f D = 0, f E ≠ 0,则 f →∞。这就是奇点。奇点的存在,将会出现被零

除等不稳定现象,另外也会导致漏根和误判增根[ 3 ]。若将 I p 变成固定端,则末端轴变成左右两

根轴。这两根轴的固有频率就是 f D = 0的根。这就是奇点的意义。f 本身也就是使Ηp 发生单位

变化需在 p 盘施加的扭矩。如果 p 盘是固定端,那么 Ηp恒等于零,显然无论 f 多大, Ηp也不会变
化。
在递归过程中, 只要 Ξ使该轴后代的所有啮合副中一个啮合点的转角为零, 就会出现奇
点。因此多级传动系统的树根剩余扭矩奇点远远多于系统固有频率个数。
为了消除奇点,将式 (5) 代入式 (4) 有
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　　如果我们记录了 f 的分子和分母,则式 (6) 中矩阵乘以向量不会存在奇点,而1öf D 可作为

父轴的传递中一个比例因子,这里可删去,直接用下式代替式 (4) 的点传递
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对 递归过程的所有啮合点均按式 (7) 处理。由递归过程可知各轴的 f E 均是 Ξ2 的多项式,可以

证明根轴的 f E的多项式次数就等于系统的自由度数,又若Ξ取系统固定频率,则 f E必等于零,

所以 f E与系统特征多项式只相差一个非零系数。因此,计算固有频率,就等于寻找根轴 f E的零

点,而后者作为多项式,肯定没有奇点。

为了编程简洁,式 (7) 可进一步变形为
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式中第一个矩阵记为 T c。它反映的是 I q 右侧向量与子轴相互作用关系,这个关系与 I q 本身无

关。

传动系统中,有时会出现一个主动轮带动几个从动轮,可仿图 (3) 作相似分析,这时式 (8)

右端第一个矩阵变为各子轴 T c 之积。

以上公式均为自左向右传递关系。自右向左的点场传递关系为
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图 4　算例 1模型

F ig. 4　T he model of examp le 1

3　算例

3. 1　算例 1

为了考核算法,构造图 4所示的模型,其参数见表 1。轴

1的 I 8与 I 10分别与轴 2和轴 3的 I 2和 I 5啮合,传动比均为

1。选择 I 9 为根轴的传递终点,经过奇点消除处理后的计算

结果的频率部分见表2,它与用解析法计算的结果在小数点

后六位以内完全一致,这就验证了本文的方法是可靠的。二

者的振型结果也是一致的。限于篇幅,不再列出具体数据。根据本文提出的方法绘制的剩余扭

矩图没有奇点,未消除奇点的余量图有很多反号奇点,特别是在 Ξ = 1附近,很小的频率范围

之内就有多个奇点,不只是漏掉固有频率,稍有不慎,奇点也会漏掉。
表 1　算例 1参数

T ab. 1　T he data of model of examp le 1

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
I iökgõm - 2 1 0. 5 1 1 0. 5 1 1 0. 5 1 0. 5 1

k iöN õm õ rad- 1 1 1 3 4 2 5 6 7

表 2　算例 1的频率

T ab. 2　T he frequency of model of examp le 1

阶次 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ξöradõ s- 1 0. 0000 0. 8872 1. 0000 1. 2578 1. 8239 2. 0954 2. 4790 3. 7522 5. 1245

44 　　　　　　　　　　　　　　　　　　农业工程学报　　　　　　　　　　　　　　　　1999年

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



3. 2　算例 2

图 5是一只船舶的主传动模型, I 4 与 I 6 分别表示低压和高压蒸汽轮

图 5　算例 2模型

F ig. 5　T he model

of examp le 2

机的惯性, I 3 与 I 5 代表中速齿轮, I 2 为主齿轮。I 1 为螺旋桨。具体参数和

符号意义见文献〔2, 4〕。系统有6个自由度,第1阶为零频。文献的结果和

本文的结果列于表 3。由表 3可看出,对前 5阶频率,本文的结果与文献

的基本一致,而第 6阶频率文献〔2, 4〕均未提供,它与第 5阶频率非常接

近。对 T (Ξ) 图细化, 发现在第 5阶和第 6阶频率之间有一个反号的奇

点,但是用弦割法寻找零点时,很容易漏掉第 6阶。而按本文的算法在计

算第 6阶频率时非常稳定,余量图无奇点。
表 3　算例 2与文献[2, 4 ]的固有频率比较

T ab. 3　T he final comparison of natu ral frequency

betw een the model examp le 2 and docum en t [2, 4 ]

H z

阶次 2 3 4 5 6

文献〔2〕 2. 110 7. 005 28. 681 135. 11 -

文献〔4〕 2. 110 7. 007 28. 692 135. 108 -

本文 2. 110 7. 005 28. 680 135. 108 135. 751

4　结　语

本文提出了一种递归方法计算复杂

分支轴系模态参数方法。该方法无需针

对具体结果编制迭代过程。为了提高迭

代的数值稳定性, 讨论了奇点的物理意

义,并给出了消除奇点的措施。两个算例

表明本文提出的方法是可靠的。
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The Recursive Tran sfer M a tr ix M ethod to Ca lcula te the Torsiona l

V ibra tion of Com plex Tran sm iss ion System
C he n Kuifu　Pe ng Hong ta o　J ia o Q uny ing

(Ch ina A g ricu ltu ra l U n iversity , B eij ing , 100083)

Abstract　T he ex ist ing tran sfer m atrix m ethod u sed to ca lcu la te com p lex tran sm ission sys2
tem needs p rogramm ing and debugging in acco rdance w ith specif ic st ructu res, in addit ion, its

residua l funct ion has m any singu lar po in ts. T he tran sm ission system has the tree st ructu re,

a recu rsive rou t ine w as p resen ted, w h ich can be app lied to any system w ithou t repet it ive p ro2
gramm ing. T he singu lar po in ts w ere a lso elim ina ted by revising the tran sfer p rocedu re. T he

sim u la t ion resu lts show ed tha t the new m ethod has h igh efficiency and stab ility.

Key words　 t ran sm ission system , 　 to rsiona l vib ra t ion, 　natu ra l frequency, 　 recu rsive

p rogram , tree st ructu re
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