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圆球颗粒间有幂律流体时挤压流动的法向粘性力

徐　泳, 黄文彬, 李红艳
(中国农业大学工程基础科学部)

摘　要: 为了建立湿颗粒系统的离散元模型,研究了两刚性圆球颗粒间的幂律流体在挤压流动时产生的法向粘性

力,并导出了任意球颗粒间的压力分布和法向粘性力的积分表达式,并可证明此粘性力表达式可以退回到牛顿流

体情形。与Rodin 的渐近解的数值比较表明,该结果在全范围内是光滑连续的合理解,而Rodin 的渐近解只是在幂

指数大于 1ö 3后才与粘性力积分表达式的解逐渐重合。

关键词: 离散元法;幂律流体;挤压流动;粘性力

中图分类号: O 158; O 34717 文献标识码: A 文章编号: 100226819 (2002) 0220001204

收稿日期: 2001210209

基金项目:国家自然科学基金资助项目 (批准号 19972075)

作者简介:徐　泳,教授,博士生导师,北京清华东路 17号 中国

农业大学 (东校区) 75信箱, 100083

　　离散元法 (D EM )是近年来新发展的散体力学

数值方法,可广泛应用于农业、食品、化工和制药等

领域。颗粒离散元法把散体简化为大量的球体,可分

为干湿两类作用模型。干颗粒的模型比较成熟[ 1 ] ,湿

颗粒模型又可分为两相流 (D EM 和 CFD 方法的结

合)和密相颗粒2填隙流体结构,后者目前只有牛顿

流体模型,且只有很少的研究结果发表[ 2, 3 ]。而在许

多过程中填隙流体为非牛顿体,如冰淇淋等食品、未

凝结的混凝土、湿土和粘稠泥浆等,显然牛顿流体模

型不足以描述其力学行为。本文研究密相颗粒群在

幂律流体中的相互作用,假定球体变形很小可视为

刚性。因离散元法把颗粒作用看成拟静态的,把每一

时步所研究的颗粒的受力看成相邻颗粒在接触点处

作用的组合,故只须研究两球体间的作用,其中的法

向作用属于挤压流动。

挤压流动研究始于 Stefan [ 4 ]的两圆盘间牛顿流

体挤压, Sco t t [ 5 ]研究了幂律流体下同一问题, Chan

和 Hone [ 6 ]研究了圆球和平面间牛顿流体挤压,

A dam s 和 Edm ondson [ 7 ]研究了等径球体间幂律流

体的挤压, Rodin 等[ 8 ]用渐近法得到任意圆球间幂

律流体挤压的粘性力解。本文参考相关的研究[ 7 ] ,基

于润滑理论来研究压力分布和法向粘性力。

1　挤压流动的基本方程

图 1所示半径为R 1 和R 2 的两刚性球体沿连心

轴以相对速度V z 缓慢趋近,B 是流体已知参考压力

的边界。在图示轴对称坐标系下,接近的两球表面

S 1 和 S 2 可近似表达为

z = z 1 (r) = s0+ r2ö (2R 1) 在 S 1 上

z = z 2 (r) = - r2ö (2R 2) 在 S 2 上
(1)

式中　z 1, z 2 是两球表面坐标, s0 是最小间隙。球表

面上的边界条件为

v r= 0, v z = - V z 当 z = z 1 (r)

v r= 0, v z = 0 当 z = z 2 (r)
(2)

式中　v r和 v z 分别是径向和垂向速度分量。

图 1　挤压流动示意图

F ig. 1　Schem atics of squeeze flow

对缓慢挤压流动惯性力可忽略。根据润滑理论,

假定接触区流体压力 p 与 z 无关,即 dp ö dz = 0,动

量方程简化为

5Srz

5z
=

dp
d r

(3)

式中　Srz——剪应力分量。

在本文情形下,不可压流体的连续方程可写为

5 (rv r)
5 r

+
5 (rv z )

5z
= 0 (4)

幂律流体的本构关系为

Srz = K
5v r

5z

n

sign
5v r

5z
(5)

式中　K——常系数; n——幂指数。
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2　压力分布

由边界条件(2) ,流体挤压产生上、下球表面处径

向速度为零的速度场,中间必有一曲面层 z = z ( r) ,

其上剪应力分量 Srz为零而径向速度 v r取极值。故动

量方程的积分需分作 z > z 和 z < z 两个区域,对应

的剪应力分别有 Srz < 0和 Srz > 0。故式 (5)可写成

Srz =
- K -

5v r

5z

n

(z > z )

K
5v r

5z

n

(z < z )

(6)

设压力以受压 (速度V z 使两球趋近)为正,显然

有 dp ö d r< 0。把动量方程 (3)对 z 积分两次并考虑

到本构关系 (6) ,可得两个区域的径向速度分布分别

为

v r=

-
n

n+ 1
-

1
K

dp
dr

1ö n

(z - z )
n+ 1

n - (z 1- z )
n+ 1

n (z > z )

-
n

n+ 1
-

1
K

dp
dr

1ö n

(z - z )
n+ 1

n - (z - z 2)
n+ 1

n (z < z )

(7)

在 z = z 处 v r 必连续,即式 (7)中二式同值, 故

z 1- z = z - z 2。由此可得

z =
z 1+ z 2

2
(8)

这表明对任意 r,零剪切面总使上下两部分液膜等

厚。此速度场 (7)满足边界条件 (2)。

将连续方程 (4)先对 r积分,再对 z 积分,利用

边界条件可得

∫
z 1

z 2

v rdz =
1
2

rV z (9)

将式 (7)代入积分可得

dp
d r

= - 2K
2n+ 1

n

n

V
n
z

rn

s (r) 2n+ 1 (10)

式中　s (r)为接触区液膜厚度, s ( r) = z 1- z 2。将式

(10)代入 (7)可得两区域的径向速度。

设流体在外边界压力 p (r) ßr= B = 0,积分 (10)可

得接触区压力分布为

p (r) =∫
r

B

dp
d r

d r= - 2K
2n+ 1

n

n

V
n
z∫

r

B

rn

S (r) 2n+ 1d r

(11)

其中的积分函数为负值。

为简化表达起见定义等效半径 R°

1
R°=

1
2R 1

+
1

2R 2
(12)

注意此处的等效半径是某些文献中所定义的谐调平

均半径的 2倍。

定义单位量纲参数 c

c=
B 2

R°s0
(13)

参数 c称量纲 1积分上限。对浸渍情形由后面讨论

可取B = R°,这时 c= R°ö s0 可称间隙比。

令 t= röB (0≤t≤1)可得接触区压力分布为

p ( t) = 2K
2n+ 1

n
V z

n B n+ 1

s
2n+ 1
0 f 1 ( t)

(14)

式中　f 1 ( t)——压力函数。

f 1 ( t) =∫
1

t

tn

(1+ ct2) 2n+ 1d t (15)

图 2a、图 2b 分别给出当 c= 100 和 c= 1 000

时,函数 f 1 ( t)随 t变化的对数曲线。由图可知 f 1 ( t)

接触中心处 f 1 ( t)即压力最大,随着 t的增加迅速降

低,说明压力以及它合成的挤压法向力由核心区域

控制。二图相比较又可知 c值越大,函数在核心区域

随 t的降低越陡峭。注意虽然 f 1 ( t)随 n 的增大而减

小,实际压力却随 n 的增大而增大,因与压力函数外

的量有关。

a. c= 100 b. c= 1 000

图 2　压力函数 f 1 ( t)的分布

F ig. 2　D istribu tion of the p ressu re function f 1 ( t)
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3　法向挤压力

法向粘性力等于对压力的积分

F n= -∫
2P

0∫
B

0
p (r) rd r

式中负号表示对应粘性力以受压为正。将式 (11)代

入,由分步积分简化可得粘性力为

F n= 2PK
2n+ 1

n

n

V
n
z

B n+ 3

s
2n+ 1
0

f (n , c) (16)

其中

f (n , c) =∫
1

0

tn+ 2

(1+ ct2) 2n+ 1d t (17)

于是粘性力计算归结为函数 f (n , c)的求值。特别

地,若R 1= R 2= R ,则 R°= R ,式 (16)和文献[7 ]的粘

性力表达式等价。

令 b= B ö R°,则可给出本文定义的量纲 1 法向

粘性力 F n 为

F n=
F n

K (R°) 2- nV n
z
= 2P

2n+ 1
n

n

b
1- 3n

c
2n+ 1

f (n , c)

(18)

4　验证与比较

为了验证公式的正确性,令 n= 1,则由式 (17)

得 f (1, c) = (1+ c) - 2ö 4, 再取 B = R°, L= K 由式

(16)可得

F n= 3PLV z (R°) ö (2s0) (19)

此即牛顿流体时的挤压法向力公式。

为了与 Rodin [ 8 ]的渐近解比较, 本文的压力和

粘性力都按Rodin 的定义转换。比较证实本文压力

解 (14)与Rodin 解等价。Rodin 定义的正交化粘性

力分 3段: n< 1ö 3时为小量; n= 1ö 3时为某函数值;

n > 1ö 3 时是另一函数,该函数与本文结果 (取B =

R 1)基本等价。

参考 Rodin 文献的 E= 10- 2和 E= 10- 4 (E= s0ö

R 1)两算例,图 3给出本文与 Rodin 解的结果比较,

由图可见当幂指数 n 大于 1ö 3后,二者逐渐吻合。但

本文结果在全范围光滑连续,不存在 Rodin 渐近解

的分段跳跃,可见此差别系渐近求解中的简化所致。

5　数值分析

积分上限B 的给定需考虑流体实际边界和润

滑理论的条件。由压力函数的讨论知,法向挤压力由

核心区域控制,外围区域对挤压力量值影响很小。需

要指出的是,两圆球表面 S 1 和 S 2 的几何形状近似

表达式 (1)恰恰在接近的局部区域是比较精确的,这

也与润滑理论的适用条件相符合。我们用数值积分

计算了 c= 100时不同幂指数 n 下量纲 1 粘性力随

图 3　本文结果与R od in 渐近解比较

F ig. 3　Comparison betw een the p resen t w o rk

and Rodin’s so lu t ion

参数 b变化的曲线,见图 4。由图可知在 b≤012～

013 区段内粘性力随积分限增加急剧增加, 随后迅

速趋于水平, n 越大,剧变区段越短,计算证实参数 c

增加时更明显。b> 014时结果与无界的广义积分无

明显区别。对浸渍状态为简单计可取 b= 1或B = R°

(此时 c= R°ö s0)或B = m in (R 1, R 2) = R 1,而对简化

成柱状的液桥,B 可取液桥半径。

图 4　积分上限对量纲 1粘性力 F n

的影响 (c= 100)

F ig. 4　Effect of in tegrate upper lim it on

dim ension less viscous fo rce

图 5　比值 c对量纲 1粘性力的影响

F ig. 5　Effect of the rat io c on dim ension less

viscous fo rce

图 5给出了当 b= 1时不同幂指数 n 下量纲 1
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粘性力 F n 随量纲 1积分限 c的变化曲线。由图可知

对给定的 n ,粘性力随参数 c的增大急剧增加,因此

当 c小时粘性力可忽略不计。

6　结　论

本文为湿颗粒系统的离散元计算提供了比

Rodin 渐近解更精确的任意圆球间挤压法向粘性力

表达式,说明量纲 1积分上限 (间隙比)、幂指数和两

球相对速度是主要影响因素,其中间隙比起关键作

用,而积分上限B 对粘性力的影响仅在接触核心区

域才显著。此外积分函数 f (n , c)的数值积分算法优

劣将极大地影响计算速度,对离散元法模拟,需要非

常有效的数值积分才能满足要求,已在另文讨论[ 9 ]。
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V iscous Force of Squeeze Flow Between Two Spher ica l

Particles W ith Power-Law Flu id
Xu Yong , Hua ng W e nb in , L i Hongya n

(Colleg e of E ng ineering S ciences, Ch ina A g ricu ltu ra l U n iversity , B eij ing 100083, Ch ina)

Abstract: T he no rm al viscou s fo rce betw een tw o arb it ra ry rig id spheres w ith an in terst it ia l pow er2law flu id

w as stud ied in o rder to estab lish m odel fo r w et granu lar m ateria ls u sing the D iscrete E lem en t M ethod. A s

a resu lt, ana lyt ica l in tegra t ion2fo rm exp ression s of p ressu re d ist ribu t ion and the viscou s fo rce fo r tw o

arb it ra ry spheres w ere ob ta ined, w h ich behaves sm oo th, con t inuou s and cou ld be reduced to the

N ew ton ian case. N um erica l com parison on the viscou s fo rce w ith Rodin’s asym p to t ic so lu t ion show s a

genera l co incidence w ith each o ther w hen the pow er2index exceeds 1ö 3.

Key words: d iscrete elem en t m ethod; pow er2law flu id; squeeze flow ; viscou s fo rce
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