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基于相场法的液态食品冷冻浓缩冰晶生长数值模拟
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摘  要：旨在建立冷冻浓缩过程冰晶生长的数理模型，用以微观上分析冰晶夹带造成液态食品中溶质损失的问题。

探讨结晶时间对冰晶形貌的影响。采用国内外描述相变微观结构的相场模型，将液态食品体系视为水和溶质二元

结构，模拟冰晶生长的演变过程。研究等温结晶情况下，计算时间对冰晶生长形貌的影响及其对冰晶内部溶质浓

度分布的影响。模拟结果表明，随着时间的延长，冰晶形貌逐渐变大，主干变细，二次分枝乃至三次分枝更加发

达；同时，冰晶所包含的溶质浓度越大，各区域的溶质浓度分布也随之改变。由于溶质再分配，冰晶溶质分布曲

线存在着波峰与波谷，波峰对应着来不及扩散溶质的冰晶尖端，波谷对应着冰晶固相。结果启示，在等温情况适

当控制结晶时间将有效控制冷冻浓缩过程冰晶的形貌演化，降低液态食品冷冻浓缩过程的溶质损失。为进一步研

究各种因素对冰晶生长的影响提供理论依据，从而为改进冷冻浓缩工艺、推进其工业化提供技术支持。 
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0  引  言   

液态食品由于体积大，给贮存和运输带来很大

的问题。所以，常常将液态食品进行浓缩加工。液

态食品浓缩的工业化方法主要是真空蒸发浓缩。该

工艺设备复杂，不仅能耗大，还易造成热敏性成分

变性、营养成分损失[1-3]。冷冻浓缩在低温下操作，

气液界面小，微生物增殖、溶质的劣化及挥发性芳

香成分的损失可控制在极低的水平。该技术在液态

食品、葡萄酒、咖啡提取物、牛奶等的浓缩及海水

淡化、中药提取液浓缩，废水处理等方面应用已有

研究[4-8]。另外，同蒸发浓缩相比，冷冻浓缩比其能

耗少，CO2 排放量小，整体的冰结晶又是很好的蓄

冷、降温用冷源，对于保护环境、促进资源的再利
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用都很有意义[9-10]。但由于冰晶夹带且难以分离，

限制了其推广使用。冰晶是水以晶体状态从溶液

中析出的一种典型的凝固组织，也是非平衡组织

结构[11-13]，在固液相变过程中，固体与液体之间有

着明显的分界面，涉及到质量、热量及动量传输，

存在着相变和多物理场相互作用及界面动力学耦

合毛细作用效应的自由边界问题等的复杂过程，所

以对冷冻浓缩的研究仍以试验为主[14-19]。目前常用的

微观组织模拟方法中，无论确定性方法[20]，还是概

率方法[21-22]均需要追踪过程，由于这些困难，至今

仍未发现从微观上构建冰晶生长特征的数理模型。

相场法通过微分方程解释热力学、扩散、驱动力有

序化势的系统作用，引入相场变量作为序参量来区

分过冷熔体中的固相和液相，对描述非平衡状态中

的复杂相界面演变过程具有独特的优势，其方程的

解可用来描述该系统中固液界面的形态及移动变

化，相场法已成为材料科学研究领域中微观组织模

拟的研究热点[23-27]。相场法用在微观上模拟冰晶生

长的过程，尚处在初步探索阶段[28-30]。 
冷冻浓缩过程冰晶的形成是典型的固液相变

过程，本研究用相场法构建冷冻浓缩过程冰晶生

长特征的数理模型，耦合溶质场，对冷冻浓缩过

程进行模拟，以期分析冷冻浓缩冰晶夹带的理论
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因素，为改进液态食品冷冻浓缩工艺提供基础理

论和技术支持。为了简化模型，视为忽略潜热释

放的等温条件，并将液态食品看作水和溶质的二

元结构。 

1  构建冰晶生长相场法模型 

1.1  相场法控制方程 

相场法以金兹堡—朗道相变理论为基础，称

其相场变量φ(r,t)为相场。某时刻系统中各点的物

理状态对应在相场中φ(r,t)的值为：φ(r,t)=-1 或 0
时表示液相，φ(r,t)=1 时表示固相，在固-液界面

上φ(r,t)的值，0～1 或-1～1 之间连续变化的值表

示固-液界面上的值，将相场变量φ(r,t)在-1～1 或

0～1 范围的扩散层定义为界面，从而避免了跟踪

复杂固液界面的困难。本文借鉴 kim 等提出的

KKS 相场模型[31]，利用自由能密度的形式，建立

冰晶生长的相场模型。系统的自由能密度等于固

相自由能密度乘以固相的分数，加上液相自由能

密度乘以液相的分数，再加上剩余自由能。表示

式为： 
( , ) ( ) ( )

(1 ( )) ( ) ( )

S
S

L
L

f c h f c

h f c Wg

φ φ

φ φ

= +

− +
      （1） 

式中：f 为自由能密度，J/m2；f S 固相的自由能密度，

J/m2，固相分数为 h(φ)， 3 2( ) (6 15 10)h φ φ φ φ= − + ；

f L为液相的自由能密度，J/m2，液相分数为 1- h(φ)；
c 为溶质的摩尔分数；φ为相场变量，φ=1 时表示固

相，φ=-1 或 0 时表示液相，在固-液界面上φ的值在

0～1 或-1～1 之间连续变化；Wg(φ)为剩余自由能，

其中 W 为相场参数，g(φ)为剩余自由能函数，
2 2( ) (1 )g φ φ φ= − 。 

则相场方程可表示为： 
2 2( )M f

t φ
φ ε φ∂

= ∇ −
∂

       （2） 

式中：M 为相场迁移率参数；ε 为与界面能有关的

相场参数；▽2 为拉普拉斯算子；f(φ)是自由能密度

对相场φ的一阶导数。当利用稀溶液近似时，其表

达式为： 
(1 )(1 )

( ) ( ) ln ( )
(1 )(1 )

e
S L
e

m L S

c cRTf h Wg
V c c

φ φ φ
− −

= +
− −

′ ′ （3） 

式中：R 为气体常数，等于 8.31 J/(K·mol)；T 为温

度，K；Vm 为摩尔体积，L/mol； e
Sc 为系统平衡时

固相的摩尔分数， e
Sc =固相中溶质的物质的量/(固相

中溶质的物质的量+液相中溶质的物质的量)； e
Lc 为

系统平衡时液相的摩尔分数， e
Lc =液相中溶质的物

质的量/(固相中溶质的物质的量+液相中溶质的物

质 的 量 )[31] ； h′(φ) 为 h(φ) 的 导 函 数 ，

h′(φ)=30 φ2(1- φ)2 ； g′(φ) 为 g(φ) 的 导 函 数 ，

g′(φ)=2 φ(1- φ)(1-2φ)。 
一般而言，液态食品是多元成分，且冰晶的物

理性质是各向异性的，本文视其为水和溶质二元结

构，通过与界面能有关的参数 ε，引入各向异性，

其表达式为： 

0( ) (1 cos( ))kε θ ε ν θ= +         （4） 
式中：ν 为各向异性强度系数，表示各向异性强度

的大小；k 为各向异性模数，即各向异性方向的次

数，表示 k 次对称性；θ 为界面与优先生长方向的

夹角，表示为： 
tanθ= φy/ φx             （5） 

式中：φy、φx 分别表示φ对坐标系 x、y 的求导。对

式（2）引入各向异性，将其离散求解。 
1.2  溶质场扩散方程 

同相场方程的推导原理一样，利用自由能密度

的形式来表达溶质场扩散方程，表达式为： 
( ) ( )( )c
cc cc

c D Df f
t f f

φ φ∂
= ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇

∂
  （6） 

式中：D(φ)为溶质扩散率；fc 为自由能密度对浓

度的一阶导数，fcc 为自由能密度对浓度的二阶导

数。界面区域的溶质浓度 c 等于固相的摩尔分数

加上液相的摩尔分数，且当固液两相平衡时，界

面区域内任意点的固相和液相的化学势相等，表

示为： 
( ) (1 ( ))s Lc h c h cφ φ= + −          （7） 

( ( , )) ( ( , ))S L
S Lc x t c x tμ μ=          （8） 

式中：μS 表示固相的化学势，μL表示液相的化学势。 

2  相场参数的确定及模拟计算 

2.1  确定参数 

相场迁移率参数 M，表达式为： 
2 e

1
e

m

1
k

RT kM
V m

ε
σ μ

− −
=              （9） 

式中：ke为平衡常数；σ为界面能；μk 为动力系数；

me为液相线斜率。 
6
2.2

λε σ=               （10） 

6.6W σ
λ

=                （11） 

式中：λ为界面厚度，μm。 
2.2  物性参数的取值 

本研究将液态食品体系视为水和溶质二元结

构，选用质量分数 9.6%的糖水溶液作为研究对象。

计算中使用的物性参数如表 1 所示。 
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表 1  蔗糖水溶液的物性参数 

Table 1  Parameters of sucrose solution 
物性参数 

Physical parameters 
9.6%蔗糖水溶液 
Sucrose solution 

界面能 σ  Interfacial energy/(J m-2) 0.0765 
熔点温度 Tm  Melting temperature/K 273.15 
凝固潜热 Lm 
Latent heat of solidification/(kJ kg-1) 334.4 

液相溶质扩散系数 DL 
Solute diffusion coefficient in liquid 
phase/(m2 s-1) 

0.56×10-9 

固相溶质扩散系数 Ds 
Solute diffusion coefficient in solid 
phase/(m2 s-1) 

2.5×10-11 

平衡常数 ke  Equilibrium constant 0.075 
液相线斜率 me  Liquidus slope 1808[32] 

注：液相线斜率 me 参照文献公式计算所得[32]。 
Note:  me was calculated according to reference[32]. 

 

2.3  数值计算 

1）边界条件和初始条件。在计算区域边界时，

相场和溶质场的边界条件都采用 Zero-Neumann 绝

热边界条件。假设初始时，晶核半径为 R，则： 
2 2 2

m
2 2 2

m

, 1,
, 0,

x y R T T T
x y R T T T

φ
φ

⎧ + = = − Δ⎪
⎨

+ = = − Δ>⎪⎩

≤
     （12） 

式中：x 和 y 分别表示坐标轴的横坐标和纵坐标；ΔT
为过冷度。 

2）数值计算方法。模拟时，时间步长（即计

算的时间单位）Δt 受溶质场计算的限制，需满足条

件 Δt＜(Δx)2DL，式中 DL 为液相中的溶质扩散系

数，本文取 Δt=1.5×10-8 s。晶体轴生长主轴呈正六 

角方向，相场和溶质场的计算网格数取 1 400×
1 400，网格尺寸取 0.1 μm，初始的晶核半径取 R=10
个网格数的球。相场方程采用显示有限差分求解。

溶质场方程求解时，为了减少计算量，先计算（6）
式括号内的溶质通量，再利用其和计算单元内的浓

度变化。 
2.4  加入扰动 

实际冷冻浓缩过程中界面处存在波动变化，本

文为了获得模拟结果的可行性，计算时加入随机扰

动，表达式为： 

( ) 16 ( )f g
t t
φ φ φ ϖχ∂ ∂

= +
∂ ∂

          （13） 

式中：16g(φ)表示强制扰动在固液界面中出现，χ
为-1～1 之间的随机数，即-1＜χ＜1，ϖ 为与时间

有关的相扰动强度因子。当φ=0.5 时，扰动可能出

现最大情况，远离界面时，扰动将迅速减小。 

3  模拟结果与分析 

简化液体食品为水和溶质二元系统，等温结晶

条件下，模拟结晶时间分别为 5、10、15 和 20 ms
时冰晶生长的形貌演变，研究模拟结晶时间对冰晶

生长的影响。 
3.1  冰晶形貌 

图 1 是模拟初始温度 T=253 K 时，液态食品等

温结晶时冰晶形貌的模拟结果。 

 
图 1  不同结晶模拟时间 t 的冰晶形貌 

Fig.1  Evolvement of ice crystal pattern at different crystallized times 
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可以看出，随着模拟结晶时间的延长，冰晶

不断长大，形貌也发生明显变化。当模拟时间

t=5 ms 时，冰晶是个边缘较为光滑的正六边形（图

1a）。随后，当模拟时间 t=10 ms 时冰晶形状变

大，6 个边的尖端长出分枝，并有二次分枝出现

（图 1b）。继续延长结晶时间，当模拟时间 t=15 ms
时，冰晶的形貌明显变大，6 个分枝变细，继续

向外生长，二次分枝比较发达（图 1c）。当结晶

时间 t=20 ms 时，冰晶体形貌进一步变大，分枝

进一步变细，沿着 6 个轴方向继续延伸，而且 6
个分枝的二次分枝更加发达（图 1d）。从以上的

冰晶形貌演化规律可以看出，随着模拟结晶时间

的继续延长，冰晶形貌将不断变化，可呈现分枝

乃至多次分枝。模拟得到的冰晶形貌演化过程与

陶乐仁等 [33]在低温显微镜下观察到的冰晶从圆

形逐渐演变成树枝状枝晶的试验结果非常吻合。

验证了随着冷冻浓缩时间的增加，冰晶中可溶性

固形物的夹带率增加，液态食品浓缩液中损失率

加大。要减少其损失率，在实际操作过程应把结

晶时间控制在合理的范围。 
3.2  溶质分布 

图 2 是在上述条件下获得的冰晶溶质浓度分布

情况的模拟结果，右边的衬度条表示各种对应的浓

度值。可以看到溶质的浓度分布情况与冰晶生长形

貌一致，反映了冷冻浓缩过程，冰晶在过冷液中不

同部位固液界面溶质分布的变化情况。 

 
图 2  不同模拟结晶时间 t 的冰晶溶质浓度分布 

Fig.2  Distribution of solute concentration of ice crystal at different crystallized times 
 
如图 2a，在结晶初期 t=5 ms，冰晶固相、侧向

及尖端固液界面溶质浓度相差不大，摩尔分数约为

0.001～0.002。图 2b 表示，当模拟时间 t=10 ms 时，

沿着冰晶原先的 6 个角方向上生长出二次分枝，分

枝和分枝的夹角之间，溶质浓度迅速增大，摩尔分

数升高到 0.010 左右。其侧向约为 0.006，冰晶尖端

的固液界面摩尔分数约为 0.003，原因是冰晶生长

过程中，其尖端的生长速度比侧向快，造成尖端前

沿结晶部分溶质的摩尔分数较侧向低，其固相保持

在 0.001 左右。到模拟结晶时间为 t=15、20 ms，如

图 2c 和图 2d 时，冰晶进一步生长，分枝更加发达，

两晶臂的夹角的摩尔分数高达 0.12 及以上，其侧向

的固液界面周围接近 0.009，但枝晶尖端固液界面

的摩尔分数基本为 0.0045，固相溶质浓度基本保持

不变。这是由于在冰晶主干的侧向，一次臂上长出

了二次臂，造成此区域的液相溶质浓度较高，此区

域新结晶部分的固相溶质浓度也较高。从图 2 可知，

随着模拟结晶时间的增长，溶质浓度分布随之变

化。在枝晶尖端的固液界面，枝晶的生长速度较快，

这部分结晶的溶质浓度较低。而在枝晶臂的侧向部

位，液相溶质浓度富集程度较高，这部分高浓度的

溶质不容易扩散到冰晶外部的液相中，导致在该部
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分的溶液结晶后，其溶质浓度更高，特别是枝晶臂

的夹角之间，溶质很容易被分枝末端的缝隙捕获，

从而被包围在枝晶臂之间，冰晶所夹带的可溶性固

形物增多，造成冰晶中的溶质夹带增加。所以在冷

冻浓缩实际操作中，应适当控制结晶时间，太短，

达不到冷冻浓缩目的，太长，造成二次分枝及多次

分枝发达，捕获更多的可溶性固形物，且这些溶质

不易扩散而富集，从而造成溶质损失率较高。 
为了进一步分析冰晶内部及其尖端溶质分布

情况，以横坐标轴上各点溶质所对应的摩尔分数，

绘制其曲线图。图 3 是其他条件相同，不同模拟结

晶时间下冰晶固相、尖端固液界面处浓度的摩尔分

数情况的曲线图。 

 
图 3  不同模拟结晶时间的冰晶固相及其尖端固液界面处

溶质的摩尔分数分布曲线 
Fig.3  Concentration distribution curve of solid-liquid 

interface in ice crystal peak at different crystallized time 
 
可以发现溶质的摩尔分数存在波峰与波谷。波

峰对应着冰晶尖端固液界面溶质富集地，波谷为冰

晶固相。以冰晶的中心为对称轴，摩尔分数呈对称

分布，从图 3 中可以看出，每条曲线都有明显不同

的摩尔分数取值范围，且不同模拟结晶时间所得到

的分布曲线不一样，当模拟结晶时间短时，所获得

的冰晶尖端固液界面的最高溶质的摩尔分数比模

拟结晶时间长的低，这是由于模拟结晶时间短，则

冰晶的生长速度较慢，溶质再分配时往外析出的溶

质数量也就相对较少，所以扩散更容易，也就更充

分；而随着模拟结晶时间逐渐变长，溶质再分配时

析出的溶质数量迅速增多，造成太多析出的溶质来

不及充分向外界扩散，从而在尖端及侧向固液界面

上富集，又模拟结晶时间越长，二次分枝越发达，

捕获溶质，也造成其固液界面的溶质浓度要比其固

相中浓度大很多。在同一模拟时间内，冰晶溶质的

摩尔分数分布也不一样，以模拟结晶时间 12.0 ms
为例，由于结晶时的溶质再分配，固相向界面析出

溶质，所以固相中溶质浓度低，摩尔分数范围在

0.0010 左右；冰晶尖端界面上溶质浓度升高，大约

为 0.0045。这进一步说明了在冷冻浓缩实际操作中，

应适当控制结晶时间，从而达到理想的浓缩效果。 

4  结论与讨论 

1）用相场法模拟冷冻浓缩过程冰晶生长的变

化情况，研究模拟结晶时间对冰晶形貌的影响。随

着模拟结晶时间的延长，冰晶不断长大，形貌也发

生明显变化，主干变细，二次分枝乃至多次分枝更

加发达，造成可溶性固形物更不易扩散。与试验结

果当冷冻浓缩时间的延长到一定时，冰晶夹带率增

加相符合。 
2）探讨模拟结晶时间对冰晶及界面溶质分布的

影响。溶质场与相场轮廓一致，冰晶固相溶质浓度

分布随模拟结晶时间变化，其发生的变化不大。由

于冰晶尖端的生长速度大于侧向，溶质扩散更充分，

其固液界面浓度小于侧向浓度。又由于二次分枝乃

至三次分枝的形成，易捕获溶质，形成夹角之间的

浓度较高。导致在冰晶枝晶臂之间夹角溶质浓度升

高最快，是造成冰晶中的溶质夹带增加的主要原因。

所以在冷冻浓缩实际操作中，为了减少冰晶中的溶

质夹带率，应控制适当的冷冻浓缩时间。绘制不同

模拟结晶时间下冰晶固相及尖端固液界面处浓度分

布情况的曲线图，由于溶质再分配造成溶质的分布

存在波峰与波谷，冰晶固相溶质浓度处于波谷位置，

尖端固液界面处的浓度为波峰位置。随着模拟结晶

时间的延长，固液界面的浓度有一定升高。 
本文建立冰晶生长的相场模型，通过耦合溶质

场，以模拟结晶时间为因素，从微观上探讨该因素

对冰晶生长和溶质分布的影响。在模拟冷冻浓缩冰

晶结晶时，忽略潜热释放，进行等温模拟，并且视

为水和溶质二元成分的模拟。今后需继续探讨降温

速率、对流、过冷度等其他影响因素，进一步考虑

潜热释放的影响，耦合温度场，进行非等温模拟，

并考虑液态食品的多元结构，进行多元结构模拟。 
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Numerical simulation of ice crystal growth of liquid food freeze 
concentration based on phase-field method 
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Abstract: The quality of products produced through freeze concentration is better than that produced through 
evaporation concentration and has lower energy consumed. But freeze concentration has been limited for 
industrial production because of the loss of soluble solids caused by ice crystal entrainment. Reducing the ice 
crystal entrainment and losses is critical for industrial production of freeze concentration. The breakthrough is to 
control ice crystal growth behavior. In order to develop a freeze concentration process mathematical model for 
simulating the evolution of ice crystal growth from the microscopic structure, through regarding liquid food as 
water and solute in binary system, the phase-field model theory was applied, liquid food system was treated as 
water and solute in binary system. The effects of ice crystal growth and solute concentration distribution over 
crystallized time were studied. Results showed that the crystallized time could affect the growth of lateral branch. 
Ice crystal growed gradually when the main branch become thinner and the secondary dendritic arms were 
well-developed. Solute field and phase field profiles were consistent. The solute concentration of ice crystals 
contained was greater, and the regional solute concentration distribution also changed. The precipitatied solute by 
crystallization was not completely dissoluted into the liquid phase since the solute diffusion velocity was much 
less than the ice crystal growth rate. The solute concentrated on the ice front of solid liquid interface. The solute 
concentration distribution was different in different parts of the solid-liquid interface. The solute concentration 
between crystal branches was the highest since the well-developed lateral dendritic branch captured the partion of 
the solute. The solute of lateral interface of ice crystals was enriched. The speed in the lateral ice crystals was 
slower than in the tip of ice crystals, which caused not sufficiently diffusion of the solute in lateral crystals. The 
solute concentration of ice crystals on cutting-edge solid-liquid interface showed the peaks and troughs by the 
solute redistribution. The solute concentration peak was formed because the growth rate of ice crystal tips was 
quickly enough to fully diffuse the solute. The trough corresponded to the ice crystal’s solid phase. The simulation 
results were consistent with the experiment observation. The entrainment rate of ice crystals increased when the 
freeze concentrated time reached at a certain time. The entrainment rate of ice crystal could be reduced with 
properly controlling the crystallized time during freeze concentration process. In this study, we ignored the latent 
heat released and used an isothermal simulation. The simulation system was treated as dual components with 
water and solute.  The influencing factors such as cooling rate, convection, super-cooling degree need to be 
further investigated. The non-isothermal algorithm and multiple structure of liquid food also need to be considered 
in the future research. 
Key words: freezing; concentration; numerical methods; phase-field method 
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