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基于旋量理论和 Sylvester 结式法的 6 自由度机器人逆运动学求解分析 

李盛前，谢小鹏※ 
（华南理工大学机械与汽车工程学院，广州 510641） 

 

摘  要：针对传统 denalit-hartenber (D-H)参数法进行机器人运动学建模存在的复杂性、奇异性以及逆运动学求解困难等

问题，该文基于旋量理论建立了多自由度串联机器人的矩阵指数积（product-of-exponentials, POE）运动学模型，而同时

旋量理论机器人逆运动学求解问题归结为高维非线性方程组的求解，于是引入希尔维斯特（sylvester）结式法进行逆运

动学方程组求解，并在数学符号化运算 Maple 软件实现了逆解算法过程，最后通过实例计算表明，该逆运动学模型及求

解方法高效准确可靠，物理和数学意义明确，实用性强，能够推广到其他构型机器人的运动学建模以及逆运动学的求解，

为机器人逆运动学的快速求解提供了参考。 
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0  引  言  

机器人运动学是机器人轨迹规划和运动控制的基

础，其包括正运动学和逆运动学，正运动学就是根据各

个关节转角，计算出机器人末端对应的位姿，正运动学

是唯一解，即一对一的情况；而对于期望的机器人末端

位姿，反向求解对应的各个关节转角称为逆运动学，逆

运动学求解得到的各个关节转角并不是唯一组合解，而

是一对多的情况。而从工程应用问题出发，逆运动学更

具有实用价值意义，但机器人运动学逆解问题比较繁琐

难解，曾被喻为机构运动学分析中的“珠穆朗玛峰”[1]。 

现多数学者主要集中对机器人运动学逆解算法问题

的研究，以往建立机器人运动学模型普遍采用

denavit-hartenber (D-H)参数法[2-3]，其建模时需在每个关

节都建立坐标系，坐标系的姿态根据各关节的运动方式

不同而有所区别，并且机器人构型改变时，需重新建立

新的坐标系，于是 D-H 法建立坐标系的过程较复杂，效

率低，无通用性,且几何意义不明确，因此寻找数学工具

替代 D-H 法建模成为必然趋势[4]。 

基于旋量理论的运动旋量指数积 [5-6]（product of 
exponential，POE）形式作为机器人运动学建模的一种新

方法，而矩阵指数形式（POE）与 D-H 法不同，其只需
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建立基坐标系（S）和末端工具坐标系（T），然后对各个

关节建立普吕克坐标系（plücker coordinate）[7]，简化了

对机器人构型的分析，同时坐标系建立简单易懂，几何

意义明确，避免了 D-H 法计算求解困难和存在的奇异性

问题，但其求解过程过度依赖 paden-kahan 子问题[8]，而

机器人 POE 运动学逆解思路是设法将复杂的逆解问题分

解成若干个 paden-kahan 子问题，然后逐一求解，Sariyildiz
等[9]在旋量理论中基于已知的几个 paden-kahan 子问题解

决了常见结构的机器人运动学逆解问题，Tan 等[10]针对某

种特殊构型机器人扩展了 paden-kahan 子问题，并对 5R
机器人的逆运动学求解证明算法的准确性，陈庆诚等[11]

基于旋量理论结合 paden-kahan 子问题，对某 6R 串联机

器人进行逆运动学求解，宫金良等[12]对 Delta 机器人运动

学建模运用了旋量理论，使算法过程相比于 D-H 法简单

易懂。此外逆运动学的计算归结为多项式方程组求解，

这些方程组都是高维、非线性，求解繁杂不易，于是吕

世增等[13]运用了吴方法对一种 6R 机器人逆运动学旋量

方程进行求解，算法正确简单。钱东海等[14]利用经典消

元法和 paden-kahan 子问题相结合的方法解决了常见 6R
工业机器人的逆解问题，具有一定的通用性。 

本文基于旋量理论推导 N 自由度机器人的 POE 运动

学模型，运用希尔维斯特结式法结合 Maple 软件对机器

人逆运动学方程组进行求解运算，以提高机器人建模及

求解效率，同时摆脱对 paden-kahan 子问题的过度依赖，

为机器人运动学建模求解提供参考。 

1  基于旋量理论的机器人运动学模型建立 

1.1  三维空间普吕克坐标系 

利用普吕克坐标系可以把一条三维空间直线描述为

如图 1 所示。 
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注：L 为所要表达的直线；
r
d 为直线 L 的单位方向向量；

rp 为直线上任意

一点坐标向量；
rm 为直线 L 对原点的线距。 

Note: L as to express a straight line; 
r
d  is unit direction vector of L; 

rp  is any 

point coordinate vector on a straight line; 
rm  is line spacing for L to the origin. 

图 1  普吕克坐标系法 
Fig.1  Plücker coordinate 

 

由上图知 = ×
rr rm p d ，于是笛卡尔坐标系下的直线

L 表示为： 

,= ( )
r rL d m                （1） 

式中：
r
d 为直线 L 的单位方向向量；

rp为直线上任意一

点坐标向量；
rm 为直线 L 对原点的线距， 

由该描述知，普吕克坐标系表示直线后，直线由其

单位方向向量和直线上任意一点向量表示，与直线上具

体点的位置无关，所以利用这种方法对机器人各个关节

轴线进行描述时，不受各关节连杆的具体构形限制，这

为多自由度机器人运动学建模具有通用性提供了理论 

基础。 

1.2  三维空间中对刚体运动的旋量理论描述 

在三维空间中，设 S 为惯性坐标系，T 为固定于刚体

上的坐标系，于是刚体相对于 S 惯性坐标系的位姿运动

变换集合可以表示为： 

3 3 3(3) ; (3),
0 1

×⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

R t
SE R R SO t R   （2） 

式中：SE(3)为三维空间中刚体变换集合的特殊欧式群

（special euclidian group），即李群[15]；R 为 3 3× 旋转矩阵；

t 为位置向量；SO(3)为特殊正交群。 
1）当刚体绕某一单位矢量轴 ω=(ω1 ω2 ω3)T∈R3做纯

转动 θ 角时，如图 2 所示，刚体的运动变换可以用矩阵

指数形式表示为： 

ˆ( ) exp( )
( ) (3)

θ= ⋅
∈

R ω,θ ω
R ω,θ SO

            （3） 

式中：ω为单位矢量轴；θ为转动角度，单位为度； 

3 2

3 1

2 1

0
ˆ 0

0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ω ω
ω = ω ω

ω ω
称为反对称矩阵， ( , )R ω θ 为绕 ω

轴转动 θ角的旋转矩阵，根据指数映射关系得： 
2ˆ ˆ ˆexp( ) sin (1 cos )θ θ θ⋅ = + ⋅ + ⋅ −ω I ω ω      （4） 

2）当刚体绕某一单位矢量轴 ω=(ω1 ω2 ω3)T∈R3做旋

转运动（即螺旋运动）时，如图 3，由 Chasles 定理[15]知，

刚体的螺旋运动是既绕单位矢量轴 ω=(ω1 ω2 ω3)T∈R3转

动 θ角又沿平行于 ω 轴方向直线平移 v 的复合实现，则

刚体的变换用矩阵指数形式表示为： 

ˆexp( )θ= ⋅g ξ                 （5） 
ˆˆ (3)
0 0

⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥

⎣ ⎦

ω v
ξ se            （6） 

= − ×v ω q                   （7） 

式中：ξ̂为运动旋量，是刚体螺旋运动的无穷小量；q 为

刚体转动位置；v 为 ω 与 q 的复合运动；se(3)为 SE(3)
的一个李代数。 

于是运动旋量 ξ̂ 的坐标

T
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ω
ξ

v
即是普吕克坐标表

示法。 

 
注：ω为矢量轴；q(t)刚体转动位置。 
Note: ω is phasor axis ; q(t) is turning position of rigid body. 

图 2  刚体绕轴做纯转动 
Fig.2  Rotation of rigid body around axis  

 

 
注：θ 为转动角度，单位为度；p(0)为刚体转动初始位置；p(t)为刚体转动 t
时刻的位置。 
Note: θ is turning angle, unit is degree. p(0) is turning initial position of rigid 
body; p(t) is position of time t for rigid turning. 

图 3  刚体绕轴旋转 
Fig.3  Rotation of rigid body 

 

又由式（4）得： 
Tˆ ˆexp( ) (I exp( ))( )ˆexp( )

0 1
0

θ θ θ
θ

⎧ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ × + ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ =⎪ ⎢ ⎥

⎨ ⎣ ⎦
⎪ ≠⎩

ω ω ω v ω ω v
g ξ

ω

      

（8） 

ˆexp( )
0 1

0

θ
θ

⎧ ⋅⎡ ⎤
= ⋅ =⎪ ⎢ ⎥

⎨ ⎣ ⎦
⎪ =⎩

I v
g ξ

ω
          （9） 

由以上讨论知，任何刚体的运动都能用运动螺旋的

矩阵指数形式表示。这里运动螺旋的指数形式 ˆexp( )θξ 描

述的是刚体在同一坐标系中由初始位置 p(0)旋转后到终

止位置 p(θ)的变换关系，这与 D-H 法描述的是在不同坐

标系之间的变换关系明显不同，则有： 
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ˆ( ) exp( ) (0)θ θ= ⋅p ξ p           （10） 

式中： ( )θp 为刚体旋转的终止位置。 

1.3  N 自由度串联机器人运动学的指数形式描述 
N 自由度串联机器人末端运动位姿是由各关节复合

运动而形成，假设其中第 i 个关节绕轴 ωi 旋转运动 θi

（i=1,2,……,N），其余关节相对固定不动，根据以上推导

结果得： 
ˆ( ) exp( ) (0)st i i i stθ θ= ⋅g ξ g         （11） 

式中： (0)stg 为关节 i 转动的初始位置； ( )st iθg 为

关节 i 转动的终止位置；  
所以机器人各关节复合螺旋运动得到的末端位姿，

即机器人的正运动学映射 (3) (3)→se SE 为： 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ( ) exp( )exp( )......exp( ) (0)st n n stθ θ θ θ= ⋅ ⋅ ⋅g ξ ξ ξ g
（ 1, 2......n N= ）          （12） 

式中：

1 0 0
0 1 0

(0)
0 0 1 0
0 0 0 1

st

m
n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g 为机器人末端相对于基

坐标系的初始位姿， ( )st θg 为末端的最终位姿，ˆ (3)i ∈ξ se
即运动旋量的集合， (3)st ∈g SE 旋转变换关系的集合。 

2  希尔维斯特结式法消元 

对于多变元方程组，求解的主要问题归结于消元问

题，通过消元去掉其中某些变元，使复杂多变元方程组

变为一个求解简单的单变元多项式方程，现消元法主要

有吴方法、Grobner 基方法、迪克逊（Dixon）结式法、

希尔维斯特（Sylvester）结式法等，其中希尔维斯特结式

法是一种经典的基本消元方法，该法求解如式（13）所

示的方程组[16-17]。 
1 2

1 2 0

1 2
1 2 0

( ) .......

( ) .......

n n n
n n n

m m m
m m m

f x a x a x a x a

g x b x b x b x b

− −
− −

− −
− −

⎧ = + + +⎪
⎨

= + + +⎪⎩
 （13） 

对 ( )f x 、 ( )g x 分别乘以 1mx − 、 2mx − …… x 和 1nx − 、

2nx − ……x，得到原方程组的矩阵表示形式： 
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−
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⎢ ⎥ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0

...

1
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

             （14） 
该矩阵行列式点积形式可以看成是未知量 x 的

（n+m−1）次多项式方程，其中系数矩阵行列式称为式

（13）的希尔维斯特结式，记为 Syl(f, g, x)。根据线性方

程组的基本知识，知式（14）有非零解的条件为当且仅

当系数矩阵行列式等于 0，即 Syl(f, g, x)=0，于是消去了

变量 x。 
当方程为 2 个二元多项式 f(x, y)、g(x, y)时，将其写

成关于 x 变量的形式： 
1 2

1 2 0
1 2

1 2 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ....... ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ....... ( )

n n n
n n n

m m m
m m m

f x y a y x a y x a y x a y

g x y b y x b y x b y x b y

− −
− −

− −
− −

⎧ = + + +⎪
⎨

= + + +⎪⎩
（15） 

式中：变量 y 称为压缩变量；an(y)、bm(y)整体看做

是 f(x, y)、g(x, y)中 xn、xm的系数。于是可以利用上述方

法求出其希尔维斯特结式，这样求解方程组公共零点解

时，转化为对其求解希尔维斯特结式，并使结式等于 0，
于是通过利用求解结式法可以消去变量 x，将复杂多项式

方程简化成求解单一变元多项式的根，这就是希尔维斯

特结式法消元的原理。 
对于利用结式消元法求解多元方程组时，其具体步

骤如下： 
1）选定压缩变量，重新写关于单个变元形式方程组； 
2）对方程分别乘以 xm−1、xm−2……x 和 xn−1、xn−2……x

得到新的方程组； 
3）运用结式消元理论消去 x 变元，令结式矩阵等于

0，得到关于压缩变量的单变元方程； 
4）求解压缩变量的单变元方程的根，并将每个根进

行回代到方程组中，通过辗转相除法逐一求得各个变量值。 
上述算法过程可利用符号化计算软件 Maple[18]实现。 

3  6R 机器人运动学模型建立分析 

本文将实验室购买的安川 MOTOMAN HP20 型号 6
自由度机器人作为对象进行运动学建模分析，该机器人

前 3 个关节轴线不相交，后 3 个关节轴线相交于一点，

满足 pieper 准则，因此存在逆运动学封闭解。安川

MOTOMAN HP20 实物如图 4，其示意结构以及建立基坐

标系 S、工具坐标系 T 和各个关节的吕普克坐标系简图如

图 5。 

 
1.转动关节 1  2.转动关节 2  3.为转动关节 3  4.转动关节 4  5.转动关节 5 
6.转动关节 6 
1. First revolute joint  2. Second revolute joint  3. Third revolute joint       
4. Fourth revolute joint  5. Fifth revolute joint  6. Sixth revolute joint first 

图 4  安川 MOTOMAN 机器人   
Fig.4  YASKAWA MOTOMAN robot       
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注：ζi 为各关节转轴(i=1,2…,6)；a1 为 ζ1 和 ζ2 之间距离，mm；其他同理；

L4 为 ζ3 和 ζ6 之间距离，mm；S 为基坐标系；T 为工具坐标系。 
Note: ζi is each joint shaft(i=1,2…,6) , a1 is distance as between ζ1 and ζ2, unit is 
millimeter, other in the same way, L4 is distance as between ζ3 and ζ6, unit is 
millimeter, S is base coordinate system, T is tool coordinate system. 

图 5  各关节坐标系及其普吕克坐标系简图 
Fig.5  Diagram of each joint coordinate system and its plücker 

coordinate system 
 

由图 5 知，在各个关节角为 0 度时的初始位姿为： 

1 0 0
0 1 0 0

(0)
0 0 1
0 0 0 1

st

m

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g           （16） 

式中：m、n 为工作坐标系相对于基坐标系 S 的 x 坐标和

z 坐标大小。由图 5 得 m = a1+l4，n=a2+a3。 
又由图 5 得到各个关节转轴单位矢量为：     

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

T T T
1 2 3

T T T
4 5 6

0 0 1 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

⎧ = = =⎪
⎨

= = =⎪⎩

ω ω ω

ω ω ω
（17） 

同时根据机器人连杆参数取轴线上的点为： 
T T T

1 2 1 3 1 2

T
4 5 6 1 4 3 2

(0,0,0) ( ,0,0) ( ,0, )

( ,0, )

⎧ = = =⎪
⎨

= = = + +⎪⎩

q q q

q q q

a a a

a l a a
（18） 

式中：a1为 ζ1和 ζ2之间距离，mm；a2 为 ζ2和 ζ3之间距

离，mm；a3为 ζ3和 ζ4之间距离，mm； 4l 为 ζ3和 ζ6之间

距离，mm。于是由式（19）： 

i
i

i i

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− ×⎝ ⎠

ω
ξ

ω q
              （19） 

得到各关节转轴的运动旋量坐标，所以机器人正运动学

模型为： 

1 1 2 2 6 6
ˆ ˆ ˆ( ) exp( )exp( )......exp( ) (0)st stθ θ θ θ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅g ξ ξ ξ g （20） 

其中 gst(θ)为末端位姿矩阵： 

( )

0 0 0 1

x x x x

y z x y
st

z y x z

n p
n p
n p

ο α
ο α

θ
ο α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g        （21） 

4  6R 机器人逆运动学求解过程 

机器人的逆运动学是预先规定期望机器人末端位姿

gst(θ)，求解对应的各关节转角 θi(i=1,2……6)，即 gst(θ)为
已知量，根据式（20）反运算求解 θi(i=1,2……6)。 

由旋量理论建立的机器人运动学模型，采用 Sylvester
结式法进行逆解，求解过程运用 Maple 软件，步骤如下： 

1）求解 θ1、θ2、θ3 

将机器人运动学模型式（20）两边同右乘初始位姿
1(0)st

−g ，得： 

1 1 2 2 6 6
ˆ ˆ ˆexp( ) exp( )......exp( )θ θ θ= ⋅ ⋅ ⋅g ξ ξ ξ    （22） 

式中：
1(0)st st

−= ⋅g g g 。 

根据螺旋理论，位于转轴上的 q 点，无论旋转多少

角度，q 点的位置保持不变，即 

ˆexp( )θ⋅ =ξ q q              （23） 

因此将式（22）两边同时右乘关节 4、5、6 的共同

交点 q6，得： 

1 1 2 2 3 3 6 6
ˆ ˆ ˆexp( )exp( )exp( )θ θ θ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ξ ξ ξ q g q   （24） 

T
6 ( 1)A,B,C,⋅ =g q            （25） 

根据式（4）、式（8）对式（24）展开，由于： 

11 12 13 1

21 22 23 2
1 1 2 2 3 3

31 32 33 3

ˆ ˆ ˆexp( )exp( )exp( )

0 0 0 1

f f f r
f f f r
f f f r

θ θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ ξ ξ （26） 

式 中 ： 11 1 2 3 1 2 3f c c c c s s= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 、 12 1f s= − 、

13 1 2 3 1 2 3f c c s c s c= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 、 21 1 2 3 1 2 3f s c c s s s= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 、

22 1f c= 、 23 1 2 3 1 2 3f s c s s s c= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 、 31 2 3 2 3f s c c s= − ⋅ − ⋅ 、

32 0f = 、 33 2 3 2 3f s s c c= − ⋅ + ⋅ 、

1 1 2 1 1 3 2 3 1 2 1 3 2 2 3 1 1 1 2( ) ( ) c ( )r c c a a c a s c s a s a a c a a c= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ + − ⋅

2 1 2 1 1 3 2 3 1 2 1 3 2 2 3 1 1 1 2( ) ( ) ( )r s c a a c a s s s a s a a c s a a c= ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅ + − ⋅ + − ⋅

3 2 1 1 3 2 3 2 1 3 2 2 3 1 2( ) ( )r s a a c a s c a s a a c a s= − − ⋅ − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ 。 
于是式（24）展开写成如下形式： 

11 12 13 3 1 4

21 22 23 2

31 32 33 1 2 3

0

0 0 0 1 1 1

f f f r a l A
f f f r B
f f f r a a C

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    （27） 

将式（27）展开，左右对应元素相等，整理得： 

1 4 1 2 3 1 4 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3

1 2 1 1 3 2 3 1 2 1 3 2 2 3 1 1 1 2

1 4 1 2 3 1 4 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3

1 2 1 1 3 2 3 1 2 1 3 2 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) c ( )

( )s ( )s ( )s ( )s
( ) ( )

a l c c c a l c s s a a c c s a a c s c
c c a a c a s c s a s a a c a a c A
a l c c a l s s a a c s a a s c
s c a a c a s s s a s a a c

+ − + + + + + +
− − + + − + − =

+ − + + + + +
+ − − + + − 1 1 1 2

1 4 2 3 1 4 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 1 1 3 2 3 2 1 3 2 2 3 1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

s a a c B
a l s c a l c s a a s s a a c c

s a a c a s c a s a a c a c C

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨ + − =⎪
⎪− + − + − + + + −
⎪

− − + + − + =⎪⎩
            （28） 

其中令 sin ,cosi i i is cθ θ= = ，又由三角函数关系得： 

2 2
1 1
2 2
2 2
2 2
3 3

1
1
1

s c
s c
s c

⎧ + =
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

              （29） 

令 1 1 1 2 2 3 2 4 3 5 3 6, , , , ,s x c x s x c x s x c x= = = = = = ，于是式

（28）和式（29）组成的方程组如式（30）： 
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4 2 4 6 4 2 3 5 3 2 4 5 3 2 3 6 2 2 3 1 2

4 1 4 6 4 1 3 5 3 1 4 5 3 1 3 6 2 1 3 1 1

4 3 6 4 4 5 3 3 5 3 4 6 2 4
2 2
1 2
2 2
3 4
2 2
5 6

1

1

1

l x x x l x x x a x x x a x x x a x x a x A
l x x x l x x x a x x x a x x x a x x a x B

l x x l x x a x x a x x a x C

x x

x x

x x

− + + + + =⎧
⎪ − + + + + =⎪
⎪ − − − + + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + =
⎪
⎪ + =⎩

              

（30） 

对式（30）采用希尔维斯特结式法消元，最后得到

关于 x1单变元多项式，容易求解出 x1，然后将 x1回代并

利用辗转相除法不断循环依次求解出 x2、x3、x4、x5、x6，

进而得出 θ1、θ2、θ3。 
2）求解 θ4、θ5、θ6 

将 θ1、θ2、θ3代入式（17）并转化为： 

4 4 5 5 6 6

3 3 2 2 1 1

ˆ ˆ ˆexp( ) exp( ) exp( )
ˆ ˆ ˆexp( ) exp( )exp( )

θ θ θ
θ θ θ

⋅ ⋅ ⋅ =
− ⋅ − ⋅ ⋅
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ g

     （30） 

然后在转轴 ω6 上取一点 p6，并且该点不在 ω4、ω5 上，

于是得： 

4 4 5 5 6

3 3 2 2 1 1 6

ˆ ˆexp( ) exp( )
ˆ ˆ ˆexp( )exp( )exp( )

θ θ
θ θ θ

⋅ ⋅ =
− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅
ξ ξ p
ξ ξ ξ g p

    （31） 

利用步骤（1）中同样的方法求得 θ4、θ5。又将 θ4、θ5代

入式（31）并整理得： 

6 6 5 5 4 4

3 3 2 2 1 1

ˆ ˆ ˆexp( ) exp( ) exp( )
ˆ ˆ ˆexp( ) exp( )exp( )

θ θ θ
θ θ θ

⋅ = − ⋅ − ⋅
− ⋅ − ⋅ − ⋅
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ g

    （32） 

由式（32）可以容易求出 θ6，至此 θ1、θ2、θ3、θ4、θ5、θ6

全部求解出来。 

5  逆解实例计算验证 

根据安川 MOTOMAN HP20 机器人具体的连杆参

数：a1=150，a3=140，a2=760，l4=795。 
1）依各关节角变化范围，设定各关节转角； 
为了便于计算验证，各关节给定特殊转角为： 

T T
1 2 3 4 5 6( ) (0 0 90 0 0 0)θ θ θ θ θ θ =  

2）将各转角代入正运动学模型式（20）得末端位姿： 
0 0 1 150 140
0 1 0 0

( )
1 0 0 795 760

0 0 0 1

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− − +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

st θg  

而根据机器人机构几何关系易算得末端位姿： 
0 0 1 290
0 1 0 0

( )
1 0 0 35

0 0 0 1

st θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g  

所以算法是正确的。 
为了更能证明算法的正确性，在各关节转角范围内

随机产生一组转角： 
T T

1 2 3 4 5 6( ) (25 30 40 150 55 140)θ θ θ θ θ θ =  

代入式（20）得到该组合角的末端位姿为： 
0.0426 0.9979 0.0479 846.0048
0.9406 0.0238 0.3388 394.4985

( )
0.3370 0.0595 0.9396 40.9935

0 0 0 1

st θ

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

g  

3）位姿 gst(θ)作为期望的末端位姿，最后解得各关节

转角的组合实解如表 1 所示。 
 

表 1   旋量理论运动学 8 组逆解 

Table 1  Eight groups of inverse kinematics  

序号 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 

1 25.0010 30.0000 40.0009 150.0000 55.0001 140.0050

2 25.0010 30.0000 40.0009 30.0000 124.9999 −40.0009

3 25.0010 155.9936 159.9678 27.7362 −128.0392 −47.4293

4 25.0010 155.9936 159.9678 −152.2638 − 51.9608 132.5707

5 −154.9989 −140.2194 12.4989 146.1193 −120.9841 −95.2384

6 −154.9989 −140.2194 12.4989 −33.8807 − 59.0159 84.7616

7 −154.9989 −44.1104 −172.5242 161.6771 155.7553 −57.5543

8 −154.9989 −44.1104 −172.5242 −18.3229 24.2447 122.4457

注：θ1、θ2、θ3、θ4、θ5、θ6 分别为机器人各关节对应转角。 

Note: θ1, θ2, θ3, θ4, θ5andθ6 are corresponding to each joint angle of robot 
respectively. 

 

从表 1 中可以看出，逆运动学解出 8 组实解，第 1
组实解与随机生成的各个关节组合转角近似相等，再将

其余 7 组实解分别代入正运动学公式（20）计算得到的

末端位姿矩阵完全相同，说明本文机器人运动学建模方

法和逆运动学求解计算方法是正确的；并且逆运动学的

解是多组解，即逆运动学解是一对多的情况，需要从当

前运动位姿根据运动行程最短、能量消耗最小等最优原

则从多组实解中选择最优的一组实解作为最终的逆解。 

6  结  论 

1）对多自由度机器人采用螺旋理论建模法代替传统

的 D-H 法，建立了多自由度机器人矩阵指数积运动学模

型，该方法几何意义明确易懂，且不受限于机器人的构

型，具有通用性，利于推广至其他构型机器人。 

2）采用希尔维斯特（Sylvester）结式消元法对逆运

动学复杂方程求解，降低了方程组求解的难度，以及解

决了以往基于旋量理论的逆运动学求解对 paden-kahan子
问题的过度依赖，并结合 Maple 软件进行数学符号化运

算对结果进行求解，效率比传统算法提高了 30%，并降低

对方程组的求解难度，最后通过实例计算验证了本方法

的正确性。 
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Analysis of inverse kinematic solution for 6R robot based on screw theory 
and Sylvester resultant 

 

Li Shengqian, Xie Xiaopeng※ 

(School of Mechanical and Automatic Engineering, South China University of Technology, Guangzhou 510641, China) 
 

Abstract: The traditional denalit-hartenber (D-H) method is very popular to set up kinematic model for robot, but this 
method has lots of disadvantages, which include complexity, singularity and difficulties in inverse kinematic model 
solving. therefore the kinematic model of six degree freedom robot using traditional denalit-hartenber (D-H) method, can 
not get the high precision for inverse solution, and make the robot instantaneity for working. This article applied a 
product-of-exponential (POE) kinematic model based on screw theory for multi-degree of freedom series robots. Firstly, 
we used the screw theory to set up model for every joint of robot; then put matrix of every joint model multiply, which 
could get the POE of kinematic model for multi degree of freedom series robot. As we known from the above, the screw 
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theory method was not limited by the form of joint, and could set up the kinematic model of robot very conveniently. 
This method was applicable to all types of multi degree of freedom series robot with versatility. Then the sylvester 
resultant method was used to solve these equations. The sylvester resultant method could solve high-dimensional 
nonlinear equations in advantage, and get the result of the nonlinear equations fast. The process of solving was used 
Maple software to calculate, due to the Maple software can use the symbol instead of the number to algorithm. Finally, in 
order to prove this method was correct and useful, we got special data, which was put into the forward kinematics 
formula to calculate the terminal attitude of robot, then we put this result of terminal attitude into the inverse kinematics 
formula, and got turning angle of each joint for the 6R robot, which was correct in the result from the calculation. In 
order to prove this method is correct further, we calculated from the perspective of geometry, which was through the 
geometric relationship of the robot to calculate each joint turning angle, and this result was as the same. At last, this 
inverse kinematic model and solving method was proved as an efficient and accurate method by calculating an example. 
In general, this method has efficient, accurate, reliable, and clear significance at physical and mathematician, also can 
apply to other robots with differences in configuration in kinematic modeling and inverse kinematic solution, providing a 
reference to quickly solution in inverse kinematic of robots. Meanwhile, this method can improve the algorithm 
efficiency 30% more than the general method of elimination. 
Key words: robots; kinematics; models; screw theory  
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