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基于诊断函数的薄层流对数律研究
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摘  要：薄层流是一种特殊形态的明渠流，其特点是水深浅薄。为探讨薄层流流速分布是否满足对数律，该研究利用高

分辨率粒子图像测速（Particle Image Velocimetry，PIV）技术，分析 8 组薄层流（水深 0.49～1.1 cm，雷诺数 835～2 877）

及 1 组深水明渠紊流（对照）床面至水面的流速分布、紊动强度及雷诺应力。并基于诊断函数，研究薄层流流速是否满

足对数律、对数区的范围及卡门常数变化规律。结果表明，薄层流的无量纲流速从过渡区开始偏离深水明渠水流中的理

论曲线；薄层流的流向紊动强度大于深水明渠紊流，但垂向紊动强度小于深水明渠紊流，随着水深的增加，两者的紊动

强度逐渐重合；雷诺应力的特征表明，随着水深的增加，受黏性力影响的范围越来越小。薄层流诊断函数曲线的特征说

明薄层流中不存在严格意义的对数区，但当水深极浅时（水深≤0.53 cm），流速基本满足对数律，且卡门常数在 0.2～0.3

范围内。当水深和雷诺数增加，薄层流诊断函数曲线出现波动而不再近似水平。为方便实际计算，若允许诊断函数有一

定的倾斜，对数区在极大值与极小值之间的范围，薄层流的卡门常数随着雷诺数的增加而增加。此外，薄层流对数区的

范围并非稳定，随着雷诺数的增加，对数区影响的范围变大。该研究可为薄层流的理论研究和流速计算提供参考。 
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0  引  言  

明渠流具有水面和床面 2 个边界，流速的分布受到 2

个边界的影响。深水明渠紊流具有受床面黏性主导的内

区以及受水面惯性力主导的外区[1-2]。黏性作用从床面至

水面逐渐减弱，而惯性作用从水面至床面逐渐减弱。深

水明渠紊流中存在着受黏性力和惯性力影响皆不显著的

区域，该区域的流速符合对数律[1-3]。根据对数律，深水

明渠紊流中某点的流向流速与该点距床面的距离成正

比，与卡门常数成反比。很多研究对卡门常数的取值和

对数律的适用范围进行了探讨[4-7]。基于激光流速仪测量

试验和总结前人数据的基础上，Nezu 等[1]得到卡门常数

为 0.412，在无量纲水深大于 30 且相对水深小于 0.6 的范

围内对数律适用。该研究结果受到了广泛的应用[8-10]。对

数律的发现对明渠流速的研究具有重要意义，指导了工
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程应用中流速的计算。 

薄层流是一种特殊形态的明渠流，其特点是水深浅，

一般在毫米量级[11]。薄层流常见于坡面漫流和地表径流，

是坡面水力侵蚀的动力源，不仅剥离土壤，还能搬运松散

的土壤颗粒，从而产生水土流失，历来受到广泛关注[12-13]。

相较于深水明渠紊流，薄层流水面与床面的距离非常近，

因而是否存在受水面和床面影响都很微弱的区域，薄层

流流速是否满足对数律成为亟需确定的问题。为研究薄

层流的流速分布，Li 等[14]采用热膜流速仪测量床面至水

面的流速分布，结果表明薄层流流速分布基本满足对数

律。安翼等[15]分析前人的数据，利用实测数据拟合对数

律，拟合效果较好，认为光滑床面上的薄层流流速符合

对数律。然而，对数律的分离是一个渐进的过程，采用

回归的方法很难判断流速分布与对数律完全吻合的范

围。针对常规方法很难准确判断对数区范围的问题，

Osterlund 等[2,16]采用诊断函数对明渠流流速分布进行分

析，从理论上严格检验了对数区的范围。根据该思路，

为研究薄层流中对数律的规律，本研究利用粒子图像测

速（Particle Image Velocimetry，PIV）技术测量了床面至

水面的薄层流流速分布，并基于诊断函数检验薄层流流

速是否满足对数律，确定卡门常数的取值和对数律的适

用范围，以期深入理解薄层流的特征，为薄层流的理论

研究和流速计算提供参考。 
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1  试验与方法 

1.1  薄层流流速观测的试验系统 

试验在玻璃水槽中开展，水槽长为 12 m，宽和高均

为 0.3 m。整个水槽是自循环的系统，水槽入口有计算机

系统控制的变频水泵和流量计，用以测量和控制流量。

水流入口处放置稳定水流的装置，使进入水槽的水流顺

直。水槽沿程等间距布设了 6 个超声波水位计（型号为

Baumer S14，精度±0.01 cm），水位计距水流入口分别为

0.5、2.5、4.5、6.5、8.5、10.5 m。调节尾门及观测水位

沿程变化可以使水流达到恒定均匀流的状态。水流温度

由数显温度计测量，精度可达±0.1 ℃。为保证水流充分

发展，试验测量段距离入口 7 m，并由 PIV 测量试验段的

流场。 

图 1 所示为试验段的试验装置示意图。PIV 由示踪粒

子、激光器以及高速相机组成。示踪水流所采用的粒子

为空心玻璃珠，直径为 10 μm，密度为 1.06×103 kg/m3。

空心玻璃珠的密度和水流密度相近，能够有效地示踪水

流，避免出现粒子与水流不同步的现象。激光由 8 W 的

连续激光器发射以照亮示踪粒子使其能够被相机捕捉。

高速相机 640×480 像素，频率高达 452 Hz（1 s 能够拍摄

452 张图片）。 

 

注：O 表示坐标原点；x 表示平行于水流方向；y 表示垂直于床面且表示测

点距床面的距离，m。 
Note: O is origin of coordinates; x is parallel to flow direction; y is perpendicular 
to flume bed and represents distance from measurement points to flume bed, m. 

 

图 1  试验段试验装置示意图 

Fig.1  Schematic diagram of experimental set-up in test section 
 

图 2 展示了 PIV 的测速过程，在试验开始前向水体

中施用示踪粒子，相机拍摄得到图 2a 所示的图片，软件

系统将图片划分为若干大小相等的流速单元（图 2b），

用同样的方法得到相邻帧的流速单元，计算两帧间流速

单元灰度值的自相关系数，具有最大自相关系数的认定

为同一流速单元，如图 2b 和 2c 所示为同一流速单元分别

在两帧图像的位置，根据其流向和垂向的位移，结合相

机的频率，可计算得到流向流速（u）和垂向流速（v），

每个流速单元的流速组成了整个流场。本试验为适应薄

层流水深浅薄的特殊条件，借鉴钟强等[17]的方法，增加

了相机与镜头之间的距离，以增加相机分辨率，相机的

分辨率高达 64 像素/mm。在该分辨率下，若流速单元的

像素为 8，则 1 mm 水深包含 8 个测点。通过该操作可将

视域放大，从而满足浅水深的流速测量。本试验拍摄相

片的大小为 1.3 cm×0.8 cm。杨坪坪等[18-21]的试验结果表

明该套高分辨率的 PIV系统能够较好地测量薄层流流速。 

 

注：u 为流向流速，m·s-1；v 为垂向流速，m·s-1。 
Note: u is streamwise velocity, m·s-1; v is vertical velocity, m·s-1. 

 

图 2  粒子图像测速仪测速 

Fig.2  Velocity measurement by particle image  
velocimetry 

 

本试验每隔 40 张拍摄 1 对流场，为满足采样要求，

捕获5 000对流场，共拍摄20万张相片。流速单元为16×16

像素，重叠率为 50%，共迭代 3 次，因此实际 2 个相邻

流速单元间的距离为 8 像素。所得的瞬时流场由高斯滤

波法剔除错误的信息及图像噪音。本试验采用笛卡尔坐

标系，坐标原点位于测量区域的左下角并在图 1 中用“O”

表示，x 轴平行于水流方向，y 轴垂直于床面。相应地，x

方向的流速分量为 u，y 方向的流速分量为 v。时均流场

由 5 000 对瞬时流场相对应点平均而得，随后将同一高度

的流速平均求得该高度的平均流速，从而计算得到流速

轮廓线，详细的提取步骤见杨坪坪等[21]的研究。 

1.2  计算方法 

1）对数律 

根据 Nezu 等[1]的研究，对数律的计算如式（1）所示： 

 *
*

1
ln ( ; )

yuu
u y C u y

u 
        （1） 

式中 u+和 y+分别表示无量纲流向流速和无量纲水深；u

和 *u 为流向流速和摩阻流速，m/s；y 为测点距床面高度，

m；μ 为运动黏滞系数（m2/s），μ=1.775×10-6/(1+3.37×10-2t+ 

2.2×10-4t2)，其中 t 表示温度，℃；κ 为卡门常数，C 为积

分常数。 

摩阻流速 *u 的计算[1]如式（2）所示： 

 *u gHJ  （2） 

式中 g 为重力常数，9.8 m/s2；H 为水深，m；J 为水力能

坡，J≈S，S 为坡度，%。 

雷诺数 Re 和傅汝德数 Fr 的计算[11]分别如式（3）和

式（4）所示： 

 
UR

Re


  （3） 

 
U

Fr
gH

  （4） 

式中 U 为平均流速，m/s；R 为水力半径，m。 

无量纲全水深 H+的计算[20]如式（5）所示： 

 *=
Hu

H


  （5） 
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紊动强度表示流体质点的脉动强度，流向流速和垂

向流速的紊动强度[1]计算分别见式（6）和式（7）。雷诺

应力是流体质点 2 个方向脉动强度乘积，表示 2 个流体

质点间碰撞的强弱程度，雷诺应力的计算[1]见式（8）。 

 2

1

1
= ( )

N

i
i

u' u u
N 

  （6） 

 2

1

1
=

N

i
i

v' v
N 
  （7） 

 
1

1
= ( )

N

i i
i

u'v' u u v
N 


   （8） 

式中 u′和 v′分别表示流向和垂向的紊动强度，m/s；ui 和

vi 表示第 i 流场流向和垂向的瞬时流速，m/s。 u 表示流

向的时均流速，m/s；N 表示计算的流场个数； u'v' 表示

雷诺应力，m2/s2。在后文中，为方便比较，将紊动强度

和雷诺应力无量纲化，无量纲流向紊动强度为 *u' / u ，无

量纲垂向紊动强度为 *v' / u ，无量纲雷诺应力为 2
*u'v'/u 。 

2）诊断函数 

为研究对数区的范围及式（1）特征参数的取值问题，

Osterlund 等[2]分析对数律的公式，提出了诊断函数 Ξ ，

其本质是分析无量纲流向流速分布曲线的斜率，若曲线

中存在严格意义的对数区，则 Ξ 为常数，且等于卡门常

数 。自该方法提出以来，受到了广泛的应用[22-25]。计

算如式（9）所示： 

 
1

d

d
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Ξ y

y






 
  
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 （9） 

该函数的倒数同时也表示无量纲流向流速分布的斜

率，且 Ξ=κ。若某一区间内满足对数律分布，则诊断函数

Ξ 为常数，且等于卡门常数 κ。 

1.3  水流条件 

本试验共设计了 8 组次的薄层流，表 1 所示为本试

验水流的条件，表中每组次按照水深排序，并以 C 加序

号表示，其中 C1~C8 为薄层流；CK 为深水明渠紊流，

CK 的作用为对比薄层流与深水明渠紊流的差异性。Yang

等[20]研究表明当无量纲的全水深 H+<550 时，薄层流雷诺

应力分布、阻尼系数以及积分常数与深水明渠紊流具有

差异，因此得到当 H+<550 时满足薄层流的条件。本试验

中各组次薄层流的 H+≤180，因而水深满足薄层流的条

件。为避免水深过浅而出现滚波，从而影响薄层流特性，

本试验设计水深 H>0.45 cm，C1～C8 的水深变化范围为

0.49~1.1 cm。薄层流 C1～C8 的雷诺数 Re 变化范围为

835~2 877，皆<5 000，属于过渡流；而傅汝德数 Fr<1，

属于缓流。C1～CK 组次，H 和 Re 逐渐变大而 Fr 没有明

显的变化。各组次宽深比皆>5（槽宽与水深的比值，本

试验的槽宽为 30 cm），因此边壁对测量区域的水流没有

显著影响，可视为准二维流动[26]。 

表 1 中各组次的相机分辨率具有差别的原因是 C1～

CK 组次水深逐渐增加，导致超过相机的测量范围，因此

需要扩大相机与测点之间的距离，距离越远则分辨率越

低，所以 C1～CK 组次的相机分辨率越来越小。此外，

相机的频率越高越消耗计算资源，在 CK 组次的小分辨率

下，相机频率在 208 Hz 时能测量出其瞬时流速，因此降

低了 CK 组次的相机频率。 
 

表 1  本研究水流条件 
Table 1  Flow conditions in present study 

组次
Cases 

水深 
Flow depth 

(H)/cm 

无量纲全水深 
Dimensionless total 

flow depth (H+) 

坡度 
Slope 
(S)/% 

水力半径
Hydraulic radius 

(R)/(10-2 m) 

平均流速 
Mean velocity 
(U)/(10-2 m·s-1) 

雷诺数
Reynolds 

number (Re) 

傅汝德数 
Froude 

number (Fr) 

相机频率 
Camera 

frequency/Hz 

相机分辨率 
Camera resolution/ 

(像素·mm-1) 

C1 0.49 68 0.20 0.47 15 835 0.68 452 64 

C2 0.55 73 0.20 0.53 16 1 092 0.85 452 64 

C3 0.66 90 0.23 0.63 18 1 324 0.79 452 64 

C4 0.76 96 0.01 0.72 19 1 466 0.71 452 42 

C5 0.83 114 0.20 0.79 22 1 985 0.86 452 39 

C6 0.94 147 0.23 0.88 23 2 120 0.76 452 39 

C7 1.02 162 0.25 0.96 25 2 452 0.78 452 39 

C8 1.10 180 0.24 1.02 27 2 877 0.81 452 39 

CK 3.20 721 0.20 2.64 46 15 915 0.84 208 15 

注：U=Q/(BH)，Q 为流量，m3·s-1；B 为水槽宽度，B 为 30 cm。 
Note: U=Q/(BH), Q represents flow discharge, m3·s-1; B represents the width of flume and B is 30 cm. 

 

2  结果与分析 

2.1  动力学参数特征 

2.1.1  水  深 

表 2 所示为本试验沿程水位的变化特征。由表可见

在距入口 2.5 m 之前，水位逐渐下降，随后保持稳定；在

10.5 m，受尾门的影响，水位下降。总体而言，沿程大部

分的水位保持稳定，试验段的水流可认为是恒定均匀薄

层流。平均水位的值由水位计 3～5 平均所得，代表试验

段处的水位值，与表 1 一致。 
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表 2  超声波水位计测量的沿程水深变化 
Table 2  Variation of flow depth measured by ultrasonic-level transmitters along flume 

距入口不同距离的水位计测定的水深 
Flow depth measured by level gauge located at different positions to entrance/cm 组次 

Cases 
0.5 m 2.5 m 4.5 m 6.5 m 8.5 m 10.5 m 

平均水深 
Flow depth/cm 

C1 0.52 0.50 0.49 0.49 0.49 0.48 0.49 

C2 0.59 0.56 0.55 0.55 0.55 0.53 0.55 

C3 0.70 0.68 0.67 0.66 0.66 0.65 0.66 

C4 0.81 0.78 0.76 0.76 0.76 0.74 0.76 

C5 0.89 0.85 0.84 0.83 0.83 0.81 0.83 

C6 1.00 0.95 0.94 0.94 0.94 0.91 0.94 

C7 1.08 1.04 1.03 1.02 1.02 1.00 1.02 

C8 1.18 1.13 1.12 1.10 1.10 1.07 1.10 

CK 3.40 3.28 3.22 3.20 3.20 3.11 3.20 

 

2.1.2  流  速 

图 3 所示为各组次时均流速分布，图 3a 为实际的流

速轮廓线，从 C1 至 CK 组次，Re 增加，流速剖面也逐渐

向右移动，流速变大，同时 C1 至 CK 组次的流速曲线也

越来越平缓。为进一步说明时均流速分布的规律，图 3b

所示为无量纲化的流速轮廓线分布图，通过式（2）计算

出摩阻流速 u*后得到 u+和 y+。为清晰展示各组次的分布

规律，图中除 C1 外每组依次向上移动 5 个单位。图中的

线段表示了 Nezu 等[1]得到的深水明渠紊流流速的理论曲

线，分别为黏性底层、过渡区和对数区。CK 的分布与

Nezu 等[1]得到的分布规律较为吻合，表明本次试验的可

靠性及准确性。不论薄层流还是深水明渠紊流，在靠近

床面时，流速的分布均满足 u+=y+，称之为黏性底层[1,20]。

由图 3b 所示薄层流黏性底层的范围为 y+<10。然而，从

过渡区开始，薄层流 u+与深水明渠紊流的理论曲线逐渐

偏离，不再满足深水明渠水流中流速的分布规律。 

 

注：Re 为雷诺数，黑色箭头表示 Re 增加的方向。 
Note: Re is Reynold number and black arrow indicates the increase trend of Re. 

 

图 3  时均流速分布 

Fig.3  Distribution of time-average velocity 
 

Nezu 等[1]得到当 y+>30 时，深水明渠紊流的对数分

布规律为 u+=2.42lny++5.28，卡门常数 κ=0.412。当 y+>30，

本试验 CK 组次部分数据点满足深水明渠紊流的对数律，

本试验薄层流 C1～C2 组次部分数据点满足深水明渠紊

流的对数分布规律，而 C3～C8 的数据点并不满足该规

律，甚至有较大的偏离。导致该现象的原因为：1）由于

薄层流与深水明渠紊流具有差异，因此其对数律的分布

范围以及 κ 的取值可能与深水明渠紊流的不同，导致本

试验的数据点不满足 Nezu 等[1]得到的规律；2）薄层流水

深较浅，床面与水面之间的间距较小，因此尚不清晰是

否存在受黏性和水面影响都不显著的区域，从而不能确

定是否存在严格满足对数律的区域。 

2.1.3  紊动强度和雷诺应力 

图 4 表示了流向和垂向的紊动强度分布。图 4 中的

实线表示钟强等[17]利用 PIV 在深水明渠紊流中得到的实

测数据。本试验中 CK 组次和实线较好吻合再次表明此次

测量可靠。观察流向和垂向无量纲紊动强度的特征，薄

层流的无量纲流向紊动强度大于明渠紊流，而薄层流的

无量纲垂向紊动强度小于明渠紊流，随着水深的增加，

薄层流靠近水面部分曲线与深水明渠紊流的曲线逐步重

合。可以预见，随着水深进一步的增加，薄层流曲线靠

近床面的部分也会逐渐与深水明渠紊流的重合，此时，

薄层流已发展为深水明渠紊流[20]。图 5 表示了无量纲雷

诺应力的分布。Nezu 等[1]的研究表明，靠近床面部分流
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体受黏性作用显著，而当远离床面的流体其无量纲雷诺

应力会与图中实线重合，此时流体受黏性作用微弱。由

图 5 可见，水深较浅时，少部分数据与实线重合，受黏

性作用显著部分的流体较多；随着水深的增加，大部分

数据与实线重合，受黏性作用显著的流体占比显著减小，

表明随着水深的增加，受黏性力影响的范围越来越小。

随着水深的进一步增加，最终拐点与深水明渠水流的一

致，拐点位置在 y/H≈0.2[1,17,27-28]。 

 

图 4  紊动强度沿水深分布 

Fig.4  Distribution of turbulent intensity along flow depth 
 

 

图 5  无量纲雷诺应力沿水深的分布 

Fig.5  Distribution of dimensionless Reynold stress along  
flow depth 

 

2.2  诊断函数 

为研究薄层流对数区的特征，本研究采用诊断函数

以检验薄层流是否存在对数律区域，以及对数律的分布

范围。图 6 所示为所有组次的诊断函数随 y+的分布特征，

图 7 所示为 Ξ 与相对水深 y/H 间的变化关系。图中虚线

表示 Nezu 等[1]得出的深水明渠紊流卡门常数 κ=0.412。曲

线表示钟强等[16]利用PIV在深水明渠紊流中的研究结果，

并标示了其雷诺数 Re 的数值。对于深水明渠紊流，Ξ 呈

现出减小至最小值后逐渐增加至极大值，后缓慢下降至

极小值，最后在水面附近急速攀升。对比本研究 CK 组次

和钟强等[16]的研究结果，CK 组次与其 Re=15 895 的曲线

较为吻合，因两组次 Re 的数值接近。通过对比图 6i 中 3

条深水明渠紊流的曲线，表明随着 Re 的增加 Ξ 曲线的极

大值与极小值之间的线段逐渐趋于平缓。钟强等[16]指出

随着 Re 的增加，Ξ 曲线中极大值之前的曲线和极小值之

后的曲线会被逐渐压缩，极大值与极小值之间曲线被逐

渐拉伸，虽然在他们的试验中未出现严格的对数区，但

其推测当 Re 足够大时，极大值与极小值之间曲线将会水

平，即出现了严格的对数区，且 κ 在[0.334, 0.415]范围内，

对数区的范围在 y+>76，且 y/H<0.5。 

总体而言，本试验条件下的薄层流 C1～C8 组次的

κ<0.412，且其 Ξ 曲线没有出现严格的水平段，表明在本

次薄层流试验条件下未出现严格意义的对数区。此外，

当水深足够大已发展为明渠紊流的 CK 组次时也未出现

严格的对数区，表明薄层流条件下并不会出现严格的对

数区。然而，值得注意的是 C1 和 C2 的 Ξ 曲线，虽然没

有严格的水平段，但当 y+>10 时，曲线段的斜率较小，

近似为一条水平直线，该段基本上满足对数律，C1 的卡

门常数 κ 在[0.22, 0.27]范围内，均值为 0.25；而 C2 的 κ

在[0.23, 0.30]范围内，均值为 0.27。总体而言，当水深较

浅时（本试验条件下 H≤0.53 cm），y+>10 段流速基本满

足对数律，其 κ 在[0.2, 0.3]范围内。出现该对数区的原因

为当水深极为浅薄时，远离床面区域受床面黏性作用的

影响较小，同时惯性作用的影响也微弱，导致在远离床

面的流体中存在这样的区域，即受黏性和惯性作用影响

都很微弱，其流速分布满足对数律，但其 κ 显著小于深

水明渠紊流中的 κ。 

当 H>0.53 cm，随着 H 和 Re 的增加，惯性带来的作

用逐渐凸显，C3～C8的Ξ曲线不再近似水平而出现波动。

C3～C8 的 Ξ 曲线同样呈现了最小值，极大值，极小值，

与深水明渠紊流 Ξ 曲线的变化趋势类似。C3～C8 的 Ξ 曲

线先减少至 y+≈10 达到最小值，之后逐渐上升至 y/H≈0.75

处达极大值，随后又逐渐下降至 y/H≈0.95 处达极小值，

最后在水面附近有上升的趋势。在达到极大值之前，C3～

C8 的 Ξ 曲线变化相似，在该区域均由黏性主导，从而服
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从相同的规律[16]。而极大值到极小值之间的曲线段具有

差异，该段受惯性力影响，若惯性力的作用较大则受惯

性力影响的范围越广。图 7 所示从 C3～CK 极大值的相

对位置逐渐靠近床面，表明随着 H 和 Re 的增加，惯性力

增强，受惯性力影响的范围越来越大而受黏性力影响的

范围越来越小，呼应了图 5 展示的结果。 

 

注：κ 为卡门常数。下同。 
Note: κ is Karman constant. The same below. 

图 6  诊断函数与无量纲水深的关系 

Fig.6  Relationship between diagnostic function and dimensionless flow depth 

 

图 7  诊断函数与相对水深间的关系 

Fig.7  Relationship between diagnostic function and relative flow depth 
 

2.3  卡门常数和对数区范围 

虽从理论上无严格的对数区，但为指导实际的工程

计算及应用，需找出较为符合对数律的区域作为对数区。

钟强等[16]和 Lozano-Duran 等[24]认为随着 Re 的增加，Ξ

曲线中极大值与极小值之间的曲线逐渐趋于平缓，当 Re

足够大时，该段的斜率为 0，此时该区域为严格意义的对

数区。因此，若允许存在一定的误差范围（在本试验条

件下极大值和极小值之间的 Ξ～y+斜率最大达−0.003，

Ξ～y/H 最大达−0.527），则可以将 Ξ 曲线中极大值和极

小值之间的区域作为对数区。因此本试验研究了薄层流

Ξ 的极大值、极小值及其范围随着 Re 的变化趋势，结果

分别绘于图 8 和图 9。图中未绘制 C1 和 C2 的数据，前
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述研究表明，对于 C1 和 C2，当 y+>10 时，Ξ 曲线近似水

平，满足对数律，并且 κ 在[0.2, 0.3]范围内。图 8 所示为

C3～CK 极大值和极小值的 κ 值随 Re 的变化规律，图中

的实线和虚线分别为钟强等[16]得到的深水明渠紊流极大

值和极小值处的 κ 值。 

 
图 8  卡门常数极值与雷诺数间关系 

Fig.8  Relationship between extremum Karman constant and 
Reynolds number 

 

图 8 表明薄层流的 κ>0.25，但小于深水明渠紊流的

κ=0.415，薄层流极大值处的 κmax 和极小值处的 κmin 随着

雷诺数的增加呈现出增加的趋势。秦荣昱等[29-30]分析得

出 κ 实质上是反映流速分布变化的参数，κ 越大，则流速

分布越均匀；反之，κ 越小，流速分布越不均匀。结合图

3a 所示的流速分布曲线，在薄层流条件下，其 Re 较小，

流速质点之间的碰撞较小导致动量的交换较小，流速分

布越不均匀，因此 κ 较小；而随着 Re 的增加，流体之间

的碰撞越激烈，导致相互之间的动量充分交换，流体质

点间流速趋于一致，则流速分布越均匀，因此 κ 也逐渐

变大。前人对深水明渠紊流中 κ 的研究表明，κ 是一个不

随 Re 变化的常数[1,4,6,26,31]，这说明随着 Re 的增加，当水

流发展成为深水明渠紊流时，流体质点间进行了充分的动

量交换，此时 Re 的增加已不能进一步引起流体质点间的动

量交换，因此 κ 不随 Re 变化。 

将每组次 κmax 所处的 y+和 y/H 的值作为对数区下边

界，而 κmin 所处的 y+和 y/H 的值作为对数区上边界（从

图 6 和图 7 中获得），结果如图 9 所示，以探讨对数区

的适用范围。如图 9a 所示，对于薄层流而言，上边界的

y+随着雷诺数的增加而增加，表明随着水深的增加，对数

区上边界距床面的距离越来越远。而下边界的 y+随着 Re

增加而增加，距床面越来越远，但当 Re 发展到一定程度

时，下边界的 y+又随着 Re 的增加而减少，最终稳定在

y+≈76。该现象的原因是随着 H 的增加，黏性力的影响范

围扩大，同时，Re 增加也会导致惯性力的作用逐渐占据

主导，当 Re 增加到一定程度时，黏性力影响的范围被压

缩，导致对数区下边界逐渐靠近床面，最终会趋于稳定。

如图 9b 表明对数区上边界和下边界的 y/H 随着 Re 增加

而变小，表明惯性力的作用大则受惯性力影响的范围越

广，但对数区的影响范围也会越来越大（即极大值和极

小值间的曲线），例如在 C3 组次时对数区影响范围约为

20%，C8 约为 25%，而 CK 约为 50%。当薄层流发展为

深水明渠紊流后其上边界将会稳定在 y/H≈0.5。一般而言，

下边界用 y+的值描述，而上边界用 y/H 的值描述。钟强

等[16]认为深水明渠紊流对数律的范围不随着 Re 而变化，

图 9 中的虚线和实线分别表示他们在深水明渠紊流中的

对数区范围，y+>76，y/H<0.5。相较于深水明渠紊流，薄

层流下边界 y+的值较大且上边界 y/H 也较大。然而，薄

层流对数区的范围并非稳定，而是随着 Re 的增加，下边

界 y+先增大后逐渐减小，上边界 y/H 则逐渐减小。 

 

图 9  卡门常数极值点坐标与雷诺数关系 

Fig.9  Relationship between coordinates of extremum Karman constant and Reynolds number 
 

3  结  论 

通过分辨率高达 64 像素 /mm 的粒子图像测速

（Particle Image Velocimetry，PIV）技术，测量了光滑床

面上 8 组薄层流及 1 组深水明渠紊流从床面至水面的流

速分布，并分析了流速分布特征、紊动强度和雷诺应力

的特征，随后基于诊断函数研究了薄层流流速分布是否

满足对数律，计算了卡门常数的取值和对数区的适用范

围，得到以下结论： 

1）无量纲水深>30，本试验薄层流的无量纲流向流

速从过渡区开始逐渐偏离深水明渠紊流中理论曲线。薄

层流的流向紊动强度大于深水明渠紊流，而垂向紊动强

度小于深水明渠紊流，随着水深的增加，紊动强度靠近

水面部分与深水明渠紊流的曲线逐步重合。雷诺应力的

特征表明，随着水深的增加，受黏性力影响的范围越来

越小。 
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2）通过分析诊断函数的变化特征，表明薄层流条件

下不会出现严格的水平段，即不会出现严格的对数区。

然而，在水深极浅时（水深≤0.53 cm），无量纲水深>10

之后的诊断函数曲线近似水平，基本满足对数律，卡门

常数在 0.2～0.3 范围内。当水深>0.53 cm 后，无量纲水

深>10 区域的薄层流诊断函数出现波动，并呈现出先减少

至最小值后增加到极大值，随后再减少到极小值，接近

水面时上升。 

3）虽然薄层流不存在严格的对数区，但若允许诊断

函数有一定的倾斜，以极大值与极小值之间的范围为对

数区，薄层流极大值和极小值的卡门常数随着雷诺数的

增加而增加，并不存在一个恒定的卡门常数值。此外，

对数区的范围并非稳定，而是随着雷诺数的增加下边界

无量纲水深先增大后逐渐减小，上边界相对水深则逐渐

减小。 

综上，利用 PIV 能测量床面至水面的流场，有助于

从水动力学的角度研究薄层流的机理机制。本研究利用

PIV 测量了薄层流从床面至水面的流速分布，基于诊断函

数判断了薄层流流速是否满足对数律，并对卡门常数和

对数律适用范围进行探讨，可为薄层流理论研究提供支

撑。然而，本试验设计的水流条件为均匀恒定流，实际

上坡面漫流形成的薄层流因沿程的复杂性很难形成均匀

恒定流，后续研究应使模拟的水流条件与实际更加贴合，

研究流场、流速、紊动强度等动力学参数沿程的变化特

征，以期更好地指导实际应用。 
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Abstract: Shallow water flow is a special type of open channel flow, where the fluid behaves with a free surface in a canal. 
The flow depth of shallow water flow is extremely thin, and even reaches several millimeters. At present, there is no obvious 
evidence that the logarithmic theory is suitable for shallow water flow, even though it is widely used to describe velocity 
profile for open channel flow. The reason is that the viscous and inertia force exert no significant influences on shallow water 
flow, due to extremely thin flow depth. It is necessary to clarify the presence of the region without influenced by viscous and 
inertia force. The present study aims to analyze the velocity characteristics of shallow water flow, thereby to verify logarithmic 
law using diagnostic function. The Particle Image Velocimetry (PIV) with high resolution (64 pixels/mm) was also used to 
measure flow fields. Eight conditions of shallow water flow were surveyed (flow depth ranged from 0.49 to 1.1 cm and 
Reynolds number ranged from 835 to 2 877), and a deep-water open channel flow was considered as control group. The 
statistical parameters were measured, including the velocity distribution from flume bed to free surface, streamwise and 
wall-normal turbulent intensity. Logarithmic theory was also explored, such as the diagnostic function, Karman constant, and 
scope of log-law region. Results showed that: 1) From the transition region, dimensionless streamwise velocity of shallow 
water flow deviated from the logarithmic law, which was used in deep-water open channel flow. The streamwise turbulent 
intensity of shallow water flow was larger than that of deep-water open channel turbulent flow, while the wall-normal turbulent 
intensity was smaller than that. The turbulent intensity of two flows gradually overlapped with increasing flow depth. The 
characteristics of Reynolds stress showed that the region influenced by viscous force became smaller as the flow depth 
increased. 2) There weren’t strict horizontal lines in the diagnostic function curves, implying that there was no strict log-law 
region in shallow water flow. However, an approximate line was obtained in the diagnostic function curves for the extremely 
shallow depth (flow depth not less than 0.53 cm), when the dimensionless flow depth was larger than 10, indicating the 
logarithmic law was basically suitable for this region. Simultaneously, the Karman constant was at the range of 0.2 and 0.3. 
There was a region without influenced by viscous force and inertia force away from flume bed, due to the weakness of inertia 
force. In the flow depth larger than 0.53 cm, the diagnostic function curves became fluctuate due to the inertia force, 
particularly in the regions with dimensionless flow depth larger than 10. An upward trend occurred near the free surface, where 
firstly decreased and then increased to the maximum, finally decreased to the minimum. 3) The log-law region appeared in the 
scope between the maximum and minimum for the actual application of shallow water flow, although there was no strict 
log-law region for a certain tilt of diagnostic function. The extreme value of Karman constant increased with the increasing 
Reynolds number, indicating no stable Karman constant for shallow water flow. In addition, the scope of log-law region was 
not stable. As the Reynolds number increased, the scope of log-law region would be expanded. This present study can be 
benefit to further understand the characteristics of shallow water flow, thereby for the theoretical investigation of shallow 
water flow using particle image velocimetry. 
Keywords: flow velocity; particle image velocimetry; canals; shallow water flow; Karman constant; diagnostic function; 
logarithmic law 


